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Re s u m o
Modelos de element-os f ln lt -03 só lidos ort-ot-róplcos são  
form ulados e aplicados à análise  de placas espessas.
Se is  e lem entos só lidos Isoparam étrlco s  são  desenvolv idos a 
p a r t i r  do método de deslocam entos, d ife r in d o  e n t re  s l quanto à 
ordem de suas funções de In terpo lação . Os elem entos possuem  
funções de in te rpo lação  quadráticas ou cúbicas no plano e 
lin ea res , quadráticas ou cúbicas na espessura .
Os modelos são  aplicados à análise  e s tá t ic a  de placas  
iso tró p ic a s , o r to t ró p lc a s  e laminadas, os re su ltad os  sendo  
com parados com soluções an a lít ic a s  da t e o r ia  da e lstlc idade.
As ten sõe s  são  calculadas d ire tam en te  da re lação  
c o n s t itu t iv a  ou a t ra v é s  da in teg ração  das equações d ife re n c ia is  
de equ ilíb rio . Na suavização  g lobal do campo de ten sõe s  é 
utilizada  a técn ica  de d ife ren ça s  fin ita s .
ii
Ab s t r a c t
In  th is  work, o r th o t ro p ic  solid  f in it e  e lem ents a re  
fo rm u lated  and applied to  th e  analysis o f  th ick  p lates.
Six so lid  Isop aram etric  elem ents based  on th e  d isplacem ent  
method a re  p roposed  w ith  elem ents d i f fe r in g  on th e  o rd e r  o f  
th e ir  in te rp o la t io n  fu n ction s which a re  quadratic  o r  cubic on 
th e  plane and lin ea r, quadratic  o r  cubic th rough  th e  th ickness.
The models a re  applied to  th e  s t a t ic  analysis o f  is o tro p ic ,  
o i'th o tro p ic  and lam inated th ick  p lates. The re su lt s  a re  
com pared w ith  ana lytica l so lu tions availab le  in th e  th e o ry  o f  
e la s t ic ity .
The s t r e s s e s  a re  determ ined  d ire c t ly  from  th e  c o n s t itu t iv e  
re la t io n s  o r  by in te g ra t io n  o f  th e  equilibrium  d if fe re n c ia l  
equations. The f in it e  d if fe re n c e  technique is  used in th e  
sm oothing o f  th e  g loba l s t r e s s  fie ld .
mS ím b o l o s
L a t in o s
[B®] m a t r iz  da re lação  vet-or d e fo rm ação  no elem ento -  v e to r
dos g rau s  de l ib e rd a d e  do e lem en to
[BI m a t r iz  da re lação  v e to r  defo rm ação  no elem ento -  v e to r
dos graus de l ib e rd a d e  do c o rp o
[C] m atriz  de r ig id e z  do m ateria l
<f®> v e t o r  dos com ponentes da fo r ç a  de corpo
<f®> v e to r  dos com ponentes da fo r ç a  de su p e r f íc ie
<f^*'> v e to r  dos, com ponentes da fo rç a  concentrada num ponto i
<F> v e t o r  ca jregam en to  g lobal
<F®> v e t o r  carregam en to  e lem entar
<F®> p arce la  do v e t o r  carregam en to  re la t iv a  à fo rç a  de corpo
<F®> p arce la  do v e to r  carregam en to  re la t iv a  à fo rç a  de super  
f  í c i e
<F*^> p a rce la  do v e to r  carregam en to  re la t iv a  à fo r ç a  concen­
t ra d a
Fj função de in te rp o lação  associada ao nó J de um elem ento
<F^ >^ e <F^, > v e to r  das fu nçSes de in t e r p o la ç ã o  a s so c ia d a s  à 
d ir e ç ã o  1 e sua d e r iv a d a  em re la ç ã o  à coordena  
da n a tu ra l  Ç
[F ® ] m a t r iz  das funções de in te rp o la ç ã o  de  um elem ento
a s so c ia d a  aos g ra u s  de lib e rd ad e  do elem ento
CF] m a t r iz  das funç5es de in te rp o la ç ã o  de um elem ento
a s so c ia d a  aos g ra u s  de lib e rd ad e  do co rpo
<F> v e to r  das funções de In te rp o lação  nodais de um elem ento
<F> v e to r  das funções de in t e r p o la ç ã o  a sso c iad as  aos pontos
de recu p eração  de ten são  de um e lem en to
[J ] m atriz  Jacobiana
[K®] m atriz  de r ig id e z  e lem entar
[K3 m atriz  de r ig id e z  g lobal
NNE número de nós de um elem ento
ISl m atriz  de flex ib ilidade  do m ateria l
Lsl m a t r i z  dos com ponentes nodais das fo r ç s  
num e lem en to
de su p e r f íc ie
[S®3 m atriz  de suavização e lem entar
[S93 m atriz  de suavização g lobal
S su p e r f íc ie  do corpo
[T ] £ m atriz  de tran s fo rm ação  de deform ações
[T 1cr m atriz  de tran s fo rm ação  de ten sões
<T®> v e t o r  e lem entar de suavização
<T> v e t o r  g loba l de suavização
U função densidade de en e rg ia  de deform ação
<u> v e t o r  dos com ponentes do campo de deslocam entos
<óu> v e t o r  dos com ponentes do campo v ir tu a l de deslocam entos
<u®>
<óu®>
v e t o r  dos com ponentes de deslocam ento no domínio de um 
e lem en to
v e t o r  dos com ponentes de deslocam ento v ir tu a l no domínio  
de um e le m e n to




U3 component.e3 g loba is  de deslocament.o 
X3 coordenadas ca rte s ian a s  g loba is
v e t o r  das coordenadas g loba is  nodais de um elem ento








< Í 7 ® >
<£T>
com ponente do te n so r  ten são  de Cauchy
com ponente do te n so r  de pequenas deform ações
notação  co n tra íd a  para  um com ponente de ten são
notação  co n tra íd a  para  um com ponente de deform ação
v e to r  dos com ponentes de deform ação  segundo a notação  
c o n t ra íd a
traba lh o  v ir tu a l das fo rç a s  ex te rn a s  
deslocam ento v ir tu a l segundo a d ireção  1
com ponente de deform ação  associada aos deslocam entos  
v i r t u a i s
v e t o r  dos com ponentes do te n so r  ten são
v e t o r  dos com ponentes de ten são  no domínio do elem ento  
e lem en to
v e t o r  dos com ponentes do te n so r  deform ação
u<e®> vet-o r dos com ponentes de deform ação  no domínio do
e 1 em ento
<6 e> v e t o r  dos com ponentes de deform açSes v ir tu a is
<6 > v e to r  dos g raus de liberdade  do corpo  d lsc re t izad o
<<5®> v e t o r  dos g raus de liberdade  de um elem ento
<ó^> v e t o r  dos graus de liberdade  v ir tu a is  do corpo
d ls c r e t iz a d o
Ç, Y), C coordenadas cu rv ilín eas  locais
<CT> v e to r  dos v a lo r e s  nodais de um com ponente de ten são
após a su a v iz a ç ã o
<CT > v e to r  das ten sões  nodais suavizadas em um elem ento
<CT > v e t o r  das te n sõ e s  nos pontos de recuperação  de ten são
em um e lem en to
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T a b e la  6.4.  P la c a  lam in ada  CO/90/90/0); e r r o s  p e rc e n tu a is
em w, <T^  e  76
T a b e la  6.5.  P la c a  lam in ada  CO/90/90/0): com paração e n t re  os
e lem entos SL -64  e um elem ento  m isto  79
1 In t r o d u ç ã o
D iversos modelos de elem entos f in it o s  têm  sido p ro p o sto s  
visando a analise  de ten sõe s  em m ateria is  com postos laminados. 
E stes e lem entos são  dos t ip o s  h íb rid o s , m istos ou, em grande  
p a rte , baseados em campos de deslocam entos de ordem  su p erio r. 
E sta  d is se rta ç ã o  com preende a form ulação e avaliação  de modelos 
de e lem entos f in it o s  só lidos o r to t ró p ic o s  Isoparam étricos  basea ­
dos no modelo de deslocam entos, sendo aplicados à análise  de 
placas esp essas  e sem i-espessas.
No cap ítu lo  2 é ap resen tada  a re v is ã o  b ib lio g rá fic a  so b re  
modelos de e lem entos f in ito s  desenvolvidos p ara  a aná lise  de ma­
t e r ia is  com postos. A p a r t i r  das c a r a c t e r ís t ic a s  d e ste s  elem entos  
d e fin e -s e  a á re a  de traba lho : aná lise  de placas laminadas e sp e s ­
sas e sem i-espessas  p o r modelos de e lem entos f in it o s  sólidos.
Os con ce itos  de e lastic idade  im portan tes  para  a form ulação  
dos elem entos e com preensão f í s ic a  dos problem as a serem  anali­
sados são  ap resen tados  no cap ítu lo  3, onde d e fin e -s e  fis icam en te  
o problem a e lá s t ico  lin ea r para  em seguida a p re s e n ta r -s e  a 
re lação  c o n s t itu t iv a  do m aterial.
A form ulação an a lít ic a  dos modelos só lidos é  desenvolvida  
no cap ítu lo  4. P a rt in d o -se  do p rin c íp io  dos traba lh o s  v ir tu a is  
deduz-se  as equações gen éricas  de e lem entos f in ito s ,  a p a r t i r  
das quais o b tém -se  as equações p a rt icu la r izad as  p ara  os modelos 
de elem entos f in it o s  p roposto s . C h ega -se , assim , à m atriz  de r i ­
g idez e ao v e to r  carregam en to  dos modelos.
No cap ítu lo  5 são  ap resen tados  os p rocedim entos p ara  o 
cálculo de ten sões: d ire tam en te  da re lação  c o n s t itu t iv a  ou a t r a ­
vés da in teg ração  das equaçSes d ife re n c ia is  de equ ilíb rio . 
Conclu i-se o cap ítu lo  apresen tando  a técn ica  de suavização g lo ­
bal de ten sõe s  p o r mínimos quadrados.
Os modelos de elem entos f in ito s  p ro p o s to s  são  finalm ente  
avaliados no cap ítu lo  6 , onde são  ap resen tados  os re su ltad os  pa­
ra  d iv e rsa s  ap licações São analisadas p lacas Iso tró p lc a s , o r -  
to t ró p lc a s  e laminadas, todas e las esp essas  e sem l-e sp essa s , os 
re su ltad os  sendo ap resen tados  sob a fo rm a de cu rvas de 
convergências.
No cap ítu lo  7 são  ap resen tadas as conclusões ace rca  dos r e ­
su ltados ob tidos  e su gestões  de o u tro s  traba lhos.
2  M a t e r ia is  C o m p o s t o s  L a m in a d o s
2.1. In t ro d u ç ã o  a  M a te r ia is  Com postos
Os m ate ria is  com postos são  ob tidos  a p a r t i r  da com binação  
de dois ou mais m ateria is  em escala  m acroscópica. Uma de suas  
grandes van tagens con s is te  em se  o b t e r  um m ateria l que reune as  
m elhores c a r a c t e r ís t ic a s  dos m atérias  o r ig in a is  e, em m uitos ca­
sos, qualidades que nenhum deles possui.
As e s t ru tu ra s  con stru ídas  com e s te s  m ateria is  são  tã o  r e ­
s is te n te s  quanto as m etálicas mas, p o r  ap resen tarem  elevada r e ­
lação re s is tê n c la -p e so , são  bem mais leves. Além d isso , ap re sen ­
tam elevada re s is tê n c ia  à fad iga , ao d e sga ste  e à c o rro sã o , r e ­
sultando num m ateria l com vasto  poten c ia l de utilização .
Os m ate ria is  com postos podem s e r  c lass ificad os , basicam en­
te ,  em com postos f ib ro s o s ,  laminados e partlcu lados. Os compos­
to s  f ib ro s o s  consistem  em f ib r a s  de c e r to  m ateria l Im ersas numa 
m atriz  de o u tro  m ateria l. Os com postos laminados são  fab r ic a d o s  
a t ra v é s  da superposição  de camadas de v á r io s  m ateria is , enquanto  
03 com postos partlcu lados consistem  em p a rt ícu la s  de um ou mais 
m ateria is  im ersas numa m atriz  de um o u tro  m aterial.
E ste  traba lh o  se  detém  ao estudo de m ateria is  com postos f i ­
b ro so s  laminados, form ados p o r lâminas de m ateria is  com postos  
f ib ro s o s  unidas a t ra v é s  de técn icas  de laminação. Cada lâmina é 
form ada p o r f ib r a s  un id irecionais Im ersas numa m atriz . A e s te  
con junto de lâminas Justapostas e coladas e n t re  s i, passarem os a 
denominar sim plesm ente de m ateria l com posto laminado.
Os p rim e iro s  periód icos  so b re  m ateria is  com postos laminados 
surg iram  no In íc io  dos anos sessen ta . Desde en tão , inúm eros t r a ­
balhos te ó r ic o s  e experim enta is  fo ram  publicados. A tra v é s  dos 
re su ltad os  experim enta is  co n sta to u -se  o com portam ento mecânico 
d este s  m ateria is , fundamentando o desenvolvim ento de modelos ma­
tem áticos que fossem  capazes de d esc revê -lo .
2.2. R e v isã o  B ib l io g r á f ic a
Na in d ú stria  moderna já  é s ig n if ic a t iv o  o em pi'ego de m ate­
r ia is  com postos em com ponentes e s tru tu ra is . Com a c re sc e n te  com­
plexidade das ap licações, su rge  a necessidade de m étodos de 
análise capazes de p re v e r , com segui-ança, o com portam ento  
mecânico d esta s  e s tru tu ra s . Uma á re a  c r ít ic a ,  p o r exemplo, con­
s is te  na aná lise  de fa lh as  em laminados, onde as d is tr ib u içõ e s  
de ten sõe s  devem s e r  determ inadas com p rec isão .
Os m étodos de análise de ten sões  em m ateria is  com postos são  
re c e n te s , e suas ap licações quase sem pre lim itadas ao estudo de 
placas e cascas.
A té  o fin a l dos anos se te n ta  a análise  de p lacas com postas  
co n sist ia , basicam ente, no em prego da T eo ria  C lássica da 
Laminação ou te o r ia s  de cisalham ento de p rim e ira  ordem.
A T eo ria  C lássica da Laminação adm ite as h ip ó te se s  de 
K irch h o ff na aná lise  de uma placa. A normal à s u p e r f íc ie  média 
indeform ada é suposta  perm anecer indeform ada e norm al à 
su p e r f íc ie  média da placa deform ada. Nas te o r ia s  de cisalham ento  
de p rim e ira  ordem , como os traba lh o s  de W hltney C1972), 
Medwadowski C1958> e Yang e t  alli  (1966), r e la x a -s e  a h ip ó te se  
de perpendicu laridade e n t re  a normal e a s u p e r f íc ie  deform adas.
E stas te o r ia s  são , contudo, b a s ta n te  lim itadas na análise
de p lacas laminadas. As r e s t r iç õ e s  são  ta n to  m aiores quanto mais
elevada f o r  a re lação  E /E e n t re  os módulos de e lastic idade1 2
longitud inais e quanto mais baixa f o r  a ra zão  L/h e n t re  o com­
prim ento e a e sp essu ra  da placa. N estes  casos, o e fe i t o  do c isa ­
lhamento t ra n sv e rsa l é muito mais pronunciado que em e s t ru tu ra s  
iso tró p ic a s  sem elhantes e as te o r ia s  acima são  en tão  incapazes  
de modelar o empenamento da seção  t ra n sv e rsa l,  ou s e ja , a d is ­
to rç ã o  da normal deform ada.
Em ap licações c r ít ic a s ,  a modelagem do e fe i t o  do c isa lha­
mento ex ige  o em prego de te o r ia s  que incorporem  a possib ilidade
da normal se  d is to rc e r . D iversas  abordagens podem s e r  u tilizadas  
no estudo do problem a. Uma delas co n s is te  na solução das 
equações da e lastic idade  trid im ensional p a ra  o problem a p ro p o s ­
to. Trabalhos como os de Pagano <1969 e 1970> e Pagano & 
H atfie ld  <1972) ap resen tam  soluções exatas  p ara  alguns problem as  
de flexão  em placas laminadas. As ap licações p rá t ic a s , e n t r e ­
ta n to , envolvem  geom etria s , condições de con torno  e carregam en ­
to s  com plexos, inviabilizando a solução das equações da e la s t i ­
cidade, levan do -se  en tão  ao em prego de m étodos aproxim ados no 
estudo do e fe it o  do clsalham ento em placas laminadas.
As te o r ia s  sim plificadas em pregadas na análise de placas  
laminadas podem s e r  d ivididas em duas grandes ca tego ria s : te o ­
r ia s  de ordem  su p e rio r  e te o r ia s  de camadas d isc re ta s .
Nas te o r ia s  de ordem su p e rio r , a placa é considerada uma 
esti^utura que possui uma única camada an lso tróp lca . Na obten ção  
das equações da e lastic idade , as ten sõe s  e/ou deslocam entos são  
aproxim ados p o r expansões não lin ea re s  ao longo da espessu ra . 
Esta abordagem  é u tilizada , p o r exemplo, p o r R e issn er <1975 e 
1985>, Lo e í  alli  <1977a, 1977b e 1978) e Reddy <1984).
Nas te o r ia s  de camadas d isc re ta s , a placa é considerada um 
con junto  de lâminas superpostas . As ten sõe s  e/ou deslocam entos  
são  in te rpo lados  ao longo da esp essu ra  da placa a t ra v é s  de 
funções contínuas po r p a r te s  Os traba lh o s  de Dl Scluva <1987) 
e Toledano & Murakaml <1987) são  exemplos d e sta  m etodologia.
Embora as te o r ia s  bidim ensionais constituam  sim p lificações  
da t e o r ia  da e lastic idade , suas so luções an a lít ic a s  para  as 
ap licações p rá t ic a s  são  quase sem pre de d i f íc i l  obtenção . Surge , 
en tão , a necessidade de u tilizarm os m étodos num éricos na solução  
d estas  equações. O método de elem entos f in it o s  é h o je  o mais de­
senvolvido na análise de m ate ria is  laminados.
D iversos  elem entos f in it o s  têm  sido desenvolvidos para  a 
análise de placas laminadas. As form ulações possuem  
c a r a c t e r ís t ic a s  pecu lia res  e, como resu ltad o , os com portam entos  
dos elem entos são  também d is tin to s . Alguns dos elem entos f in it o s  
desenvolvidos nos últim os anos para  a análise  de placas lamina­
das s e rã o  ago ra  analisados.
B arker e t  a lli  <1972) form ularam  um elem ento sólido  
o r to t ró p ic o  Isoparam étrlco  de 24 nós, com funções de
in terpo lação  cúbicas no plano e lin ea re s  na e sp essu ra  do elem en­
to. o  a r t ig o  analisa p lacas esp essa s  e sem i-espessas  com E /E =
X y
25. Os re su ltad os  são  com parados com soluçSes exatas , m ostrando - 
se bons ta n to  p ara  as ten sõe s  de membrana quanto para  as ta n s -  
versa is .
Noor & M athers C1977> abordaram  dois aspecto s  da análise  
por e lem entos f in ito s  de placas sim etricam ente laminadas. In ic i­
alm ente, são  ap resen tadas técn icas de exp loração  de s im etria s  
vãsando a redução do custo  com putacional da análise. Em segu i­
da, estudam o e fe i t o  da an iso tro p ia  e da deform ação  c isa lhante  
na p rec isão  e taxa de convergência  de cinco elem entos f in ito s  
bidim ensionais. Os re su ltados  m ostram  que os elem entos de ordem  
su p e rio r  são  menos sen s ív e is  a e s te s  e fe ito s .
Kant e-t alli <!1982> desenvolveram  um elem ento f in it o  isop a - 
ram étrico  de ordem su p e r io r  p ara  a análise  de placas iso tró p lc a s  
fin as  e espessas. Como n estas  ap licações não há acoplam ento en ­
t r e  fle x ão  e ex ten são  , os au to re s  utlizaram  uma sim plificação  
do campo de deslocam entos p ropo sto  por Lo &t alli, sendo em pre­
gadas apenas as parce las  de flexão . A form ulação p o s s ib ilita  o 
em prego de e lem entos de c lasse  C^, sendo aplicada à análise  de 
placas iso tró p lc a s  fin a s  e espessas.
P o ste rio rm en te , Pandya & Kant <1988a) extenderam  o traba lh o  
a n te r io r  a placas o r to t ró p ic a s . P e rs is tin d o  o desacoplam ento en ­
t r e  fle x ão  e ex ten são , o mesmo campo de deslocam entos fo i  u t il i ­
zado, sendo o elem ento tembém de c lasse  C^.
Em seguida, Pandya & Kant C1988b) desenvolveram  um elem ento  
para  a análise  de p lacas sim etricam ente laminadas. Como o desa­
coplam ento e n t re  fle x ão  e ex ten são  ainda p e r s is t ia  naquela ap li­
cação, o mesmo campo de deslocam entos fo i  utilizado. N esta f o r ­
mulação, ten são  e deform ação t ra n sv e rsa is  norm ais não fo ram  des­
prezadas.
Kant & Pandya C1988) desenvolveram  um elem ento lagrangeano  
de 9 nós a p a r t i r  de um campo de deslocam entos de ordem su p e r i­
or. A condição de ten sões  t ra n sv e rsa is  c isa lhan tes nulas na su­
p e r f íc ie  da placa é im posta Já na form ulação. As ten sõe s  t r a n s ­
v e rsa is  são  calculadas por in teg ração  das equações de 
equ ilíb rio . Os re su ltad os  são  comparados com soluções de o u tro s  
elem entos, so luções sim plificadas e so luções da e lastic idade , 
m ostran do -se  bons ta n to  para  ten sões  de membrana quanto para  
ten sões t ra n sv e rsa is .
Engblom & Ochoa C1985> form ularam  um elem ento f in it o  cu jos  
deslocam entos de membrana são  in terpo lados quadraticam ente na 
esp essu ra  e o deslocam ento t ra n sv e rsa l é  suposto  con stan te  na 
esp essu ra  da placa. As ten sõe s  t ra n sv e r sa is  são  calculadas in te ­
g ran d o -se  as equações d ife re n c ia is  de equ ilíb rio . Os re su ltad os  
são com parados com soluçoes da elastic idade. A form ulação mos­
t r a - s e  su p e r io r  à t e o r ia  c lássica  da laminação.
Phan & Reddy <1985) desenvolveram  um elem ento f in it o  a p a r ­
t i r  da t e o r ia  p ro p o sta  p o r Reddy <1984). Os deslocam entos de 
membrana são  in te rpo lados  cubicam ente e o deslocam ento t r a n s v e r ­
sal é considerado con stan te  ao longo da esp essu ra  da placa. E sta  
form ulação fo rn e c e  uma d is tr ibu ição  quadrática para  as ten sões  
cisa lhantes t ra n sv e rsa is  na esp essu ra  da placa, com va lo res  
nulos em suas s u p e r f íc ie s  in fe r io r  e su p erio r. O elem ento a p re ­
sen ta , contudo, c a r a c t e r ís t ic a s  in dese jáve is : sua form ulação  
u tiliza , im plicitam ente, uma re lação  c o n s t itu t iv a  parc ia l, em 
que a re lação  e n t re  o campo de ten sõe s  e o campo de deform ações  
em cada lâmina não envo lve todos os se is  com ponentes de ten são  
em função dos se is  com ponentes de deform ação, o estado  de 
ten sõe s  sendo considerado plano em cada lâmina; além d isso , a 
form ulação contém  derivadas de segunda ordem  no funcional da 
e n e rg ia  potenc ia l to ta l,  levando ao em prego das In e fic ie n te s  
funções de in te rpo lação  de c lasse  C .^
Kwon & Akin C1987), partindo  de um campo de deslocam entos  
de ordem su p e r io r , desenvolveram  um elem ento m isto p ara  a 
análise  de p lacas fin a s  e espessas. A form ulação a ssegu ra  uma 
d is tr ibu ição  quadrática  p ara  as ten sões  c isa lhan tes t r a n sv e r sa is  
ao longo da e sp essu ra , com va lo re s  nulos nas s u p e r f íc ie s  supe- 
r io i ' e in fe r io r .  O a r t ig o  lim ita -se  a a p re se n ta r  re su ltad os  para  
o deslocam ento tra n sv e rsa l.
Chaudhuri & Seide C1987) desenvolveram  um elem ento tr ia n g u ­
la r  de c lasse  p ara  a análise de placas esp essas  a r b i t r a r i a ­
mente laminadas. Na form ulação, o deslocam ento t ra n s v e rs a l  é 
con stan te  na e sp essu ra  do laminado, enquanto os deslocam entos de 
membrana variam  linearm ente na e sp essu ra  de cada lâmina. Como 
re su ltad o , o número de graus de liberdade  em cada nó do elem ento  
depende do número de lâminas do laminado. O a r t ig o  ap re sen ta  r e ­
su ltados para  deslocam entos de membrana de uma placa esp essa  
sem i-in fin ita , m ostran do -se  su p e r io re s  ta n to  aos fo rn ec id o s  pela
te o r ia  c láslca  da laminação quanto pela t e o r ia  de W hltney & 
Pagano C1970). Não são  fo rn ec id o s , contudo, re su ltad os  para  as 
ten sões  c isa lhan tes  t ra n sv e rsa is .
P o ste rio rm en te , Chaudhuri C1986) p ropôs uma form ulação s e ­
melhante à a n te r io r ,  as ten sõe s  c isa lhantes t r a n sv e r sa is  sendo  
calculadas por in teg ração  das equações d ife re n c ia is  de 
equ ilíb rio . Os re su ltad os  são  com parados com soluções da e la s t i ­
cidade, sendo muito boa a concordância. O au to r a d v e rte , contu ­
do, que em placas laminadas a ss im étricas  o sucesso  do método  
em pregado é in certo . Visando su p era r e s ta  de fic iên c ia , Chaudhuri
& Seide C1987> desenvolveram  um elem ento sem i-an a lít ico  para  a 
análise de placas an iso tróp icas  a rb it ra r ia m e n te  laminadas. Os 
resu ltados  são  com parados com soluções da e lastic idade  para  
casos de placas laminadas esp essas  a rb it ra r ia m e n te  laminadas, 
sendo bons os re su ltad os  ap resen tados  pelo modelo.
Owen & Li C1987) desenvolveram  um modelo local em pregando  
uma técn ica  de su b estru tu ração  Os re su ltad os  são  fo rn ec id o s  
apenas par-a p lacas sim etricam ente laminadas.
Di Scluva C1985) desenvolveu um elem ento com deslocam entos  
de membrana variando linearm ente ao longo da e sp essu ra  de cada 
lâmina. A form ulação u t iliz a  funções de in te rpo lação  de c lasse  
e uma re lação  c o n s t itu t iv a  parc ia l, ap resen tando , p o rtan to ,  
lim itações sem elhantes às do modelo p ro p o sto  por Phan & Reddy 
<1985>. P o ste r io rm en te , o au to r  CDi Scluva, 1986) comparou os 
re su ltad os  d este  elem ento com os de o u tro s  f  ormulados a p a r t i r  
da t e o r ia  de W hltney & Pagano (1970). As ten sõe s  c isa lh an tes  
t ra n sv e rsa is  não são  analisadas em nenhum d este s  a rt ig o s .
Os elem entos f in ito s  a té  ago ra  ap resen tad os  fo ram  form ula­
dos a p a r t i r  do modelo de deslocam entos, sendo utilizado  o p rin ­
c íp io  da en e rg ia  potenc ia l to ta l. O utros modelos, como os 
h íb rid o s , têm  sido desenvolvidos.
Os modelos de elem entos f in ito s  h íb rid o s  têm sido p ro p o sto s  
com o ob j e t i v o  de d e sc re v e r  com m aior p rec isão  o e fe it o  do c isa ­
lhamento t r a n sv e rsa l em placas laminadas. N estas form ulações, 
p ro p õ e -se  um campo de deslocam entos com patíve l no con torn o  do 
elem ento e, independentem ente, um campo de ten sõe s  em seu  
domínio que s a t is fa ç a  exatam ente as equações d ife re n c ia is  de 
eq u ilíb r io  homogêneas.
Mau e í  alli  (1972) desenvolvei--am um elem ento h íb rid o  qua-
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d r ila t e ra l  p ara  a análise  de placas espessas  multilamlnadas. A 
ten são  normal t r a n sv e r sa l é admitida nula. São ap resen tados  r e ­
su ltados p ara  p lacas sim etricam ente laminadas, sendo ótim a a 
concordância com a solução da e lastic idade. E n tre ta n to , con sta ­
t a -s e  um desv io  em i>elação à solução exata  para  as ten sõe s  c ls a -  
Ihantes t r a n s v e rs a is  nas re g iõ e s  in terlam inares. Chaudhuri 
C1986) su ge re  que e s te  e r r o  o c o rre  "pi^ovavelmente porque a con­
dição de con torno  de ten são  normal nula nas bordas l iv re s  é 
s a t i s fe i t a  apenas aproxim adam ente".
Sp ilker e í  alli  C1977> form ularam  um elem ento h íb rid o  cu jo  
número de graus de liberdade  independe do número de lâminas do 
laminado. O elem ento é comparado com um o u tro  form ulado segundo  
a m etodologia de Mau e í  alli  <1972>, m ostran do -se  econômico 
quanto à memória e tem po de p rocessam ento  necessário s . Os re su l­
tados ap resen tados  p ara  placas esp essas  e sem i-espessas  não são  
s a t i s f  a tó r lo s .
P o ste r io rm en te , Sp ilker <1980> p ropôs um elem ento h íb rid o  
com in te rp o laçõ es  cúbicas e quadráticas para  os deslocam entos de 
membrana e t ra n sv e rsa l,  re sp ectivam en te , ao longo da e sp essu ra  
do elem ento. Dado o elevado número de graus de liberdade  envo l­
vidos na f  orm ulação , o au to r  desenvolve o elem ento p ara  o caso  
p a rt icu la r  de um estado  plano de deform ação , apresen tando  re su l­
tados num éricos p a ra  a fle x ã o  c ilín d r ica  de placas espessas. Os 
re su ltad os  apresen tam  exce len te  concordância com a solução exa­
ta , mesmo para  laminados espessos. E sp e ra -se  uma p rec isão  sem e­
lhante quando a form ulação d e s te  au to r  f o r  estend ida à análise  
trid im ensional de p lacas laminadas. N este  caso, contudo, o 
número de graus de liberdade  e parâm etro s  de ten são  c re s c e rá  com 
o número de lâm lnas,e a capacidade com putacional poderá  s e r  um 
f a t o r  llm ltan te  do número de lâminas a serem  analisadas.
Sp ilker e Engelmann C1986> ap resen taram , mais ta rd e , um 
elem ento f in it o  h íb r id o  para  placas laminadas fin a s  e sem i- 
espessas. O número de graus de liberdade  de deslocam ento e 
parâm etro s  de ten são  independem do númei-o de lâminas do lamina­
do. O elem ento possiu  8 nós, é  in va rian te , de posto  c o r r e to  e 
não ap re sen ta  o f  enômeno de "lock lng" quando aplicado a placas  
finas. O a r t ig o  fo rn e c e  re su ltad os  apenas p ara  deslocam entos e 
re su lta n te s  de momento.
Alguns elem entos h íb r id o s  incorporam  em suas form ulaçoes
uma das segu in tes  h ipó teses: ten são  normal t r a n s v e r sa l nula ou 
deslocam ento t r a n sv e rsa l con stan te  ao longo da e sp essu ra  do la ­
minado. Acred itando que e s ta s  h ipó te se s  são  in ju s t if ic á v e is  
diante do com portam ento p re v is to  pelas so luçoes fo rn ec id as  pela  
t e o r ia  da e lastic idade . Liou & Sun C1987) propuseram  um elem ento  
f in ito  h íb r id o  isoparam étrico  cu ja  form ulação não anula o compo­
nente CT do te n so r  tensão . Alguns re su ltad os  são  com parados com z
soluçoes da e lastic idade , v e r ific a n d o -s e  grandes e r r o s  p ara  as 
ten sões  c isa lhan tes t ra n sv e rsa is  nas re g iõ e s  in terlam inares.
E stes  são  apenas alguns dos d iv e rso s  modelos p ro p o s to s  para  
a análise de placas laminadas, considerados os mais s ig n if ic a t i ­
vos d en tre  os publicados nos periód icos d ispon íve is  nas b ib lio ­
tecas  nacionais. Cada um d este s  modelos, ainda que tenha se  mos­
trad o  sim ples ou in e fic ie n te , r e p re s e n ta  uma con tribu ição  p ara  a 
com preensão do desempenho do método de elem entos f in it o s  quando 
aplicado à análise  de placas laminadas.
A pesar das inúm eras pesquisas desenvolvidas, ainda é bas­
ta n te  lim itado o conhecim ento n esta  área . A an iso tro p ia  do m ate­
r ia l  laminado ex ige  form ulações mais so fis t ic a d a s  que as em pre­
gadas com sucesso  na análise de e s t ru tu ra s  Iso tró p ic a s  sem elhan­
tes . Além d isso , são  poucas as so luções exatas  d ispon íve is , o 
que d ificu lta  a avaliação  dos elem entos em ap licações complexas. 
Assim, e s ta  á re a  se  con stitu i num campo de pesquisa f é r t i l ,  mui­
to  podendo s e r  desenvolvido e descoberto .
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2.3. M o tiv aç ão  d a  D is s e r ta ç ã o
O p ro je to  de e s t ru tu ra s  com postas envo lve o estudo dos p ro ­
blemas de delaminação e f  ra tu ra . A delaminação co n s is te  na rup ­
tu ra  da m atriz  p o r cisalham ento nas re g iõ e s  in te rlam in ares  e  seu  
estudo re q u e r p rec isão  no cálculo das ten sõe s  c isa lhan tes t r a n s ­
ve rsa is . A f r a t u r a  ou ru p tu ra  da e s t ru tu ra  e s tá  associada ao 
crescim ento  de fa lh as  e x is te n te s  em seu in t e r io r  e seu co n tro le  
ex ige  uma d escrição  detalhada e  p rec isa  de todos os com ponentes  
do te n so r  tensão . Assim, estudos de delaminação e f r a t u r a  em ma­
t e r ia is  com postos requerem  um método de análise que s e ja  capaz  
de d e sc re v e r  com p i'ec isão  o estado  trid im ensional de ten sõe s  no 
domínio da e s tru tu ra .
D iversos traba lh o s  f  oram  desenvolvidos visando a análise de 
ten sões  em m ate ria is  com postos. A re v is ã o  b ib lio g rá fic a  m ostrou  
que e les  se c lassificam  , basicam ente, como traba lh o s  an a lít ic o s  
ou numéricos. Os re su ltad os  por e les  ap resen tad os  indicam que a 
análise de ten sõe s  é mais complexa em laminados c r ít ic o s :  aque­
les  com pequeno numero de lâminas, baixa ra zã o  L/h e elevada  
ra zão  E /E . N estas ap licações, o e fe it o  do cisalham ento t r a n s -
X y
v e rsa i m ostrou -se  pronunciado, exigindo o em prego de modelos ca­
pazes de re p re s e n ta r  a d is to rç ão  da normal.
Contudo, são  lim itadas e d ispe rsas  as in form ações so b re  o 
com portam ento de modelos num éricos aplicados à análise  de lami­
nados c r ít ic o s .  É d esta  lacuna e x is te n te  no conhecim ento so b re  
m ateria is  com postos que su rge  a p ro p o sta  e  o desenvolvim ento  
d este  traba lh o , que d etém -se , p o rtan to , ao estudo de laminados 
c r ít ic o s .
Tom a-se como tóp ico  de traba lh o  a form ulação de e lem entos  
f in it o s  só lidos visando a análise  de p lacas laminadas espessas. 
Por não co n te r  sim p lificações da t e o r ia  da e lastic idade , r e p r e ­
sentando tã o  som ente sua d isc re t iz ação , e s ta  form ulação é capaz  
de modelar a f o r t e  d is to rç ão  da normal, fo rn ecen do , ainda, r e ­
su ltados p ara  todos os se is  com ponentes do te n so r  tensão . Os 
elem entos só lidos podem s e r ,  p o rtan to , de grande utilidade no 
estudo de delam lnação e f r a t u r a  de m ateria is  com postos.
N este  traba lh o  são  form ulados se is  e lem entos só lidos o r t o -  
t ró p ic o s  isoparam étricos . Os elem entos d ife rem , basicam ente, 
quanto ao número de nós, ou s e ja , quanto à ordem  de suas funções  
de in terpo lação : são  u tilizados polinómios de Lagrange  
quadráticos ou cúbicos no plano e lin ea re s , quadráticos ou 
cúbicos na e sp essu ra  do elem ento. As ten sõe s  c isa lhan tes  t r a n s ­
v e rsa is  são  calculadas de duas fo rm as d is tin ta s ; d ire tam en te  da 
re lação  c o n s t itu t iv a  ou p o r in teg ração  das equações d ife re n c ia is  
de eq u ilíb rio . Os re su ltad os  são  en tão  com parados com soluções  
exatas  da t e o r ia  da elastic idade.
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3 F u n d a m e n to s  d e  E la s t ic id a d e
3.1. In t ro d u ç ã o
A Mecânica dos Sólidos é  uma á re a  do conhecim ento que tem  
p or o b je t iv o  e stu da r o com portam ento de só lidos defo rm áve is  sob  
ação de ca rgas  ex te rn as. O com portam ento mecânico é d e sc r ito ,  
fundam entalm ente, a t ra v é s  dos conce itos  de deform ação  e tensão . 
As deform açoes nos inform am  ace rca  dos movimentos re la t iv o s  en­
t r e  as paa'tículas do corpo  deform ado, enquanto as ten sõe s  d e t e r ­
minam como os e s fo rç o s  se  d istribuem  em seu in te r io r .
A t e o r ia  que compõe a Mecânica dos Sólidos aborda problem as  
com pequenos ou grandes deslocam entos e m ateria is  com d iv e rsa s  
re lações  co n stitu tiv a s . Como e s te  traba lh o  lim ita -se  ao estudo  
de m ateria is  e lá s t ico s  lin ea re s  subm etidos a pequenos desloca­
m entos, a form ulação do problem a s e rá  d e sc r ita  em te rm os da 
T eo ria  da E lastic idade L in ear, que co n stitu i uma das á re a s  da 
Mecânica dos Sólidos.
N este  cap ítu lo  são  ap resen tad os  os con ce ito s  fundam entais à 
com preensão f í s ic a  dos problem as a serem  estudados e à 
form ulação an a lít ic a  dos modelos de e lem entos f in ito s . É f e i t a  
uma com preensão f í s ic a  do problem a e lá s t ico  lin ea r p ara  em s e ­
guida s e r  d iscutida sua re lação  co n stitu tiv a . C onclu i-se  o 
cap ítu lo  ap resen tan do  os con ce itos  de tran s fo rm ação  de te n são  e 
d e f ormação.
3.2. O P ro b lem a  E lá s t ic o  L in e a r
Os modelos de elem entos f in it o s  p ro p o sto s  s e rã o  aplicados a 
problem as situados no âm bito da T eo ria  da E lasticidade L inear, 
lim itando -se , p o rta n to , ao estudo  de ten sõe s  e deform açSes em 
coi'pos idealm ente e lá s t ico s , com re lação  c o n s t itu t iv a  lin ea r e 
subm etidos a pequenos deslocam entos.
Um m ateria l é considerado idealm ente e lá s tico  quando, rem o­
vidas as ca rgas  que lhe causaram  deform ações, re cu p e ra  tota lm en ­
te  sua con figu ração  inicial. E ste  m ateria l deve ainda ap re sen ­
t a r ,  numa dada tem peratu ra , uma re lação  b iun ívoca e n t re  ten sões  
e deform ações. Assim, para  cada estado  de ten sõe s  e x is te  um 
único estado  de deform ações associado. Embora não existam , de 
fa to ,  m ateria is  idealm ente e lá s t ico s , m uitos se  aproximam d este  
modelo quando as deform ações são  su fic ien tem en te  pequenas.
A re lação  biun ívoca e n t re  ten sõe s  e deform ações p erm ite  ex­
c lu ir da t e o r ia  fenôm enos como fluência  sob carregam en to  cons­
ta n te  e re laxação  de ten são  sob deform ação  constan te . Se, além  
disso, as ten sões  variarem  linearm ente com as deform ações, t e r e ­
mos um m ateria l e lá s t ico  linear. C hega-se , assim, a uma m ateria l 
com re lação  c o n s t itu t iv a  sim plificada, as ten sões  sendo calcula­
das como uma combinação lin ea r das deform ações.
Os c o e fic ie n te s  da re lação  c o n s t itu t iv a  de um m ateria l 
e lá s t ico  lin ea r são  também denominados c o e fic ie n te s  e lá s t ico s  e 
são  determ inados experim entalm ente. Embora dependam da tem pera ­
tu ra , adm ite -se  d e sp rezáve l e s ta  dependência ou, en tão , que as 
variações  de tem p era tu ra  s e rã o  su fic ien tem en te  pequenas, de 
fo rm a que os c o e fic ie n te s  e lá s t ico s  possam s e r  considerados  
con stan te s  duran te  a deform ação  do corpo.
Embora s e ja  desprezada  a variação  dos c o e fic ie n te s  
e lá s t ico s  com a tem pera tu ra , pod e -se  s e r  fo rçad o  a co n s id e ra r a 
expansão té rm ica  do m ateria l, muitas vezes  re sp on sáve l por  
deform ações e/ou ten sõe s  té rm icas  tã o  grandes quanto as p rodu zi­
das pelas ca rgas  ex te rn as. N este  traba lh o , e n t re ta n to , não são  
considerados e s te s  e fe i t o s  térm icos. Os problem as analisados não 
envolvem , p o rta n to , va riação  de tem peratu ra .
Convém e x p lic ita r , também, as h ip ó te se s  cinem áticas que 
sim plificam  a form ulação do problem a e lástico .
A dm ite -se  que os g rad ien te s  dos deslocam entos s e rã o  peque­
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nos se com parados à unidade. E sta  condição é mais r íg id a  do que 
simpiesment-e re q u e re r  pequenas deform ações pois implica, também, 
em pequenas ro ta ç õ e s  , excluindo, p o rtan to , alguns casos de pe­
quenas deform ações com grandes deslocam entos em e s t ru tu ra s  e s ­
be ltas. Com isso , os deslocam entos em um co rpo  f in it o  s e rã o  
su fic ien tem en te  pequenos <se não considerarm os as p arce las  de 
tran s lação  de corpo  r íg id o , que podem s e r  rem ovidas), e en tão  
não h ave rá  d istin ção  e n t re  as con figu rações  deform ada e in d e fo r -  
mada do corpo  ao serem  e s c r ita s  as equações da elastic idade.
F e ita s  e s ta s  r e s t r iç õ e s  aos deslocam entos, p ode -se  d e sc re ­
v e r  o problem a em te rm os do te n so r  de pequens d e f orm ações e do 
te n so r  ten são  de Cauchy.
As condições acima ap resen tadas delim itam fis icam en te  o 
problem a e lá s t ico  linear. Sua com pleta form ulação m atem ática  
inclui, além da re lação  c o n s t itu t iv a  lin ea r, equações d ife r e n ­
c ia is  de eq u ilíb r io , equações de com patibilidade p ara  as d e fo r ­
mações e as condições de contorno  do problema. Em segu ida é 
ap resen tada  a re lação  c o n s t itu t iv a  para  a e lastic idade  linear.
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3.3. R e lação  C o n s t it u t iv a  n a  E la s t ic id a d e  L in e a r
A re lação  c o n s t itu t iv a  p ara  a E lasticidade L in ear, g e r a l ­
mente denominada le i de Hooke gen era lizada , é dada p o r nove  
equações expressando  cada com ponente do te n so r  ten são  como uma 
combinação lin ea r dos com ponentes do te n so r  deform ação,
•='ij = ^ t j r s  ^ r s  > i , J , r , s  = 1,3 . C3.1)
cj j^ = te n so r  ten são  de  Cauchy
Crs “ ten so i' de d e fo rm ações  in f in ite s im a is
As nove equações em C3.1) contêm  81 con stan te s  e lásticas . 
E n ti'e tan to , como o te n so r  ten são  de Cauchy é s im étrico , te m -se  
que C j^j,g = ^jirs ® te n so r  de pequenas deform ações é também  
s im étrico  nos ín d ices  mudos " r s " .  Não haverá , p o rta n to , perda  de 
genera lidade ao se supor os c o e fic ie n te s  s im étrico s  também
em " r s " ,  quando en tão  C j^^g »  •
D esta  fo rm a, as re laçõe s  co n s t itu t iv a s  são  reduzidas a 
apenas se is  equações independentes, cada qual contendo se is  t e r ­
mos, num to t a l  de 36 con stan te s  e lá s t ic a s  ao Invés de 81. E stas  
re lações  são  conven ientem ente re p re sen ta d a s  sob  a fo rm a  
m atric ia l.
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cr c C C C C C £
1 11 12 13 14 15 1<S 1
CT c c C c C C £2 21 22 23 24 2 5 2<S 2
cr c C C C c c £
3 ai 31 32 33 34 3 5 3tí 3
cr c C C C C C £
4 41 42 43 44 4 5 4<S 4
cr C C C C C C £
5 51 52 53 54 5 5 5<S 5
cr C C C C C C £<5 CSl C52 <S3 <54 <55 C5<S <S
C3.2)
Na exp re ssão  acima u t iliz o u -se  uma notação  co n tra íd a  para
03 com ponentes dos te n so re s  ten são  e deform ação  , perm itindo  
o b te r  re laçõe s  mais compactas. A equivalência e n t re  as duas no­
tações é  ap resen tada  na T a be la  3.1.
T a b e la  3 .1  E q u iv a lê n c ia  e n t re  as n o tações  t e n s o r ia i  e 
c o n t ra íd a  <Jones, 1975>.
c l s a l h a n t e  d ©  e n g e n h a r i a .
As re lações  <3.2) m ostram  que se  deve conhecer 36 constan ­
te s  e lá s t ic a s  para  calcu lar as ten sõe s  a p a r t i r  das deform ações. 
O número de c o e fic ie n te s  e lá s t ico s  pode, contudo, s e r  reduzido  
com base no conce ito  de en e rg ia  de deform ação.
Na t-eor-la da e lastic idade  lin ea r, a en e rg ia  potenc ia l 
e lá s t ic a  arm azenada p o r unidade de volume do corpo  pode s e r  ca l­
culada a t ra v é s  de uma função denominada densidade de en e rg ia  de 
deform ação,
U = C C3.3)2 cxp <x (3
Esta função é ta l que as ten sões  são calculadas a p a r t i r  de 
suas derivadas.
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D iferenciando parcia lm ente as equações <3.5), ch ega -se  à 
segu in te  identidade:
, logo C = Cde de de de ' ^  12 211 2  2 1
Cálculos análogos m ostra rão  que a m atriz  [Cl é  sim étrica . 
Assim, um m ateria l an iso tróp ico  linearm ente e lá s t ico  possu irá , 































c 5<S e 5
C<Stí £<5
C3.6>
Cu relacionam os com ponentesOs c o e fic ie n te s  e lá s t ico s  
ca rte s ian o s  dos te n so re s  ten são  e deform ação num dado sistem a  
de coordenadas e , em g e ra l, dependem da o r ien ta ção  d este  s is t e ­
ma. Há contudo, m ateria is  cu jos c o e fic ie n te s  e lá s t ico s  são  os 
mesmos segundo sistem as de coordenadas s im étrico s  com re lação  a 
c e r to s  planos p a rt ic u la re s , denominados planos de s im etria  
elástica .
A ex is tên c ia  de planos de s im etr ia  e lá s t ic a  num dado m ate­
r ia l implica em redução no seu numero de c o e fic ie n te s  e lástico s. 
Em m ateria is  que possuem um plano de s im etria  e lá s tica , o número 
de c o e fic ie n te s  é reduzido de 21 para  13. Se o m ateria l possui 
dois planos de s im etria , consequentem ente h averá  s im e tria  com 
re lação  ao t e r c e i r o  plano, e s te s  t r ê s  planos sendo mutuamente 
ortogon a is . N este  caso, o m ateria l é denominado o r to t ró p ic o ,  
possuindo apenas 9 c o e fic ie n te s  e lásticos.
Há, ainda, m ateria is  que possuem in fin ito s  planos de sim e­
tr ia : são  os m ateria is  iso tró p ic o s , com apenas dois c o e fic ie n te s  
e lásticos.
Os modelos de elem entos f in ito s  a serem  form ulados s e rã o  
aplicados à análise  de m ateria is  com postos, que possuem t r ê s  
planos de sem etr la  m ateria l. Suas re lações  c o n s t itu t iv a s  são , 
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ou [ct3 = [Cl [Cl
As deform açoes são  ob tidas  in v e rte n d o -se  a exp re ssão  (3 .7 ),
e ■ s  s  s 0 0 0 CT
1 11 1 2 13 1
£ s  s 0 0 0 CT
2 2 2 23 2
£ S 0 0 0 CT
3 33 3
£ S 0 0 CT
4 44 4
£
5 s im é tr ic a s 0 cr5
£ S cr
<5 - <5<5 <5
ou [£•] = [ S 3  íc t ]
Os c o e fic ie n te s  de r ig id e z  na m atriz [C 3  e os d<
C3.8)
dade na m atriz  ÍSl possuem s ign ificados  f ís ic o s  re la t iv am en te  
a b s tra to s . No estudo de m ateria is  o r to t ró p ic o s ,  e s te s  c o e fic ie n ­
te s  são  d e sc r ito s  em te rm os de con stan te s  de engenharia , que são  
gen era lizações  dos módulos de e lastic idade  longitudinal, t r a n s ­
v e rsa l e do c o e fic ie n te  de Poisson. E stas  novas con stan te s  p os - 
suejTi um c laro  s ign ificado  f ís ic o  e podem s e r  obtidas  em ensaios  
de t ra ç ã o  e de cisalham ento puros.
P ara  um m ateria l o r to t ró p lc o , a m atriz  de flex ib ilid ade  é 
































0 0 0 0 Gi 3 0
0 0 0 0 0 623
E^, E^ e E^ s= m ódu los de e la s t i c id a d e  lo n g itu d in a is  segundo  
a s  d ir e ç õ e s  m a te r ia is  p r in c ip a is  ;
L>,J = -  £Tj /  e ,  ;
G , G e G =3 m ódulos de e la s t i c id a d e  t r a n s v e r s a is  segundo12 13 23 "
o s  p lan o s  1 -2 ,  1 -3 , e 2 -3  ;
Como as m atrize s  [C ] e [S3 são  mutuamente in ve rsa s , são  
obtidas as segu in tes  re lações  in d ire ta s  e n t re  os c o e fic ie n te s  





S  S  -
2 2  3 3
S ^
2 3 c S9
S  S  -
1 3  2 3
S  s




S  S  -
3 3  1 1
S ^
1 3 c S3
S  S  -
1 2  2 3
s  s
1 3  2 2
S 1 3 S
s  s  -  
1 1  2 2
s "
1 2 c mS
s  s  -
1 2  1 3
S  S
2 3  1 1
S 2 3 S
1 c 1 f - ' 1
s
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3.4. T ra n s fo rm a ç õ e s  d e  T en são  e  D e fo rm ação
Na seção  a n te r io r ,  ten sõe s  e deform ações fo ram  defin idas em 
re lação  a um sistem a de coordenadas alinhado com as d ireções  
m ateria is  p rin c ip a is  de uma lâmina. Neste caso, as m atrizes  [Cl 
e [S ] são  calculadas d ire tam en te  a p a r t i r  das con stan te s  de 
engenharia.
Há ocasiões, e n t re ta n to , em que é  de in te re s se  d eterm in ar o 
campo de ten sõe s  segundo um sistem a de coordenadas o rtog on a is  
a rb itra r ia m e n te  o rien tado . É o que o c o rre , por exemplo, em mode­
los de elem entos f in ito s  para  a análise  de placas ou cascas  
laminadas, quando se  conhece a m atriz  dos c o e fic ie n te s  e lá s t ico s  
segundo um sistem a local e deseJa -se  t ra n s fo rm á -la  para  um s is ­
tema g loba l de coordenadas.
Como ten são , deform ação e re lação  c o n s t itu t iv a  são  g ran de ­
zas te n so r ia is , seus com ponentes num dado sistem a de coordenadas  
podem s e r  transfom ados p ara  um sistem a de coordenadas  
a rb it r á r io .  As exp re ssõ es  p ara  a tran s fo rm ação , ap resen tad as  no 
A p ên d ice  A, são  obtidas  a p a r t i r  da de fin ição  de deform ação  e do 
conce ito  de re lação  c o n s t itu t iv a  CCook,1981).
Conhecidos os estados de ten são  e doform ação no sistem a  
g lobal de coordenadas íx ,y ,z>, os com ponentes d e s te s  te n so re s  
num sistem a local Cx,y,z> s e rã o  dados por:
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<e> = [T ] <e> C3 .ll)e
= CT ] <cx> cr
A m atriz  dos c o e fic ie n te s  e lá s t ico s  no sistem a g loba l pode 
s e r  calculada a p a r t i r  de sua co rrespon den te  no sistem a local.
IC] = [T 1*^ [C] [T .1 . C3.13)
£  £
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4  F o r m u l a ç ã o  A n a l ít ic a  d o s  Mo d e l o s
4.1. Iiit-rodu ção
A solução de um problem a de análise de Lens5es ex ige , além  
de uma L eo ria  que re p re s e n te  m atem aticam ente o modelo f í s ic o ,  um 
método de solução das equaçSes que descrevem  o problem a. O p ro ­
cedim ento de solução ta n to  pode s e r  an a lít ic o  quanto numérico.
D en tre  os m étodos num éricos d ispon íve is , o método de e le ­
mentos f in it o s  se  co n stitu i, h o je , numa das p rin c ipa is  técn icas  
de solução de problem as da Mecânica dos Sólidos.
E ste  método con s iste , basicam ente, na d isc re t iz a ç ã o  do 
domínio g lobal, o qua| é dividido em subdom ínios m enores que, 
reunidos, re p re s e n ta rã o  o domínio do problem a que se  d e se ja  ana­
lisar. Com a d isc re t iz ação , o problem a, que in icialm ente possuia  
in fin ito s  g raus de liberdade , passa a s e r  d e sc r ito  em te rm os de 
um número f in it o  de g raus de liberdade. O desenvolvim ento d este  
jnétodo fundam enta-se no p r in c íp io  d o s  tr -abalhos xjirtuais.
O p r in c íp io  d o s  t ra b a lh o s  x jirtuais  s e rá  ap resen tado  e em 
seguida são  deduzidas as equações gen é rica s  de e lem entos f in i ­
tos. P o ste r io rm en te , as equações de um modelo p a rt ic u la r  são  
obtidas a p a r t i r  das equações gen éricas.
Conclu i-se  o cap ítu lo  apresen tando  o cálculo da m atriz  de 
r ig id e z  e do v e to r  carregam en to  dos modelos de elem entos f in ito s  
só lidos p roposto s . D estas m atrizes  ch ega -se  ao s istem a g loba l de 
equações, cu jas in cógn itas  são  os graus de liberdade  do modelo 
d isc re tizad o , a p a r t i r  dos quais o b tem -se  uma solução aproxim ada  
do problema.
4.2. P r in c íp io  dos  T ra b a lh o s  V ir tu a is
Há, na m atem ática, uma á re a  denominada cálculo i^ariacional 
que se ocupa com as p rop riedades e s ta c io n á r ia s  dos funcionais, 
que são  funções que têm  o u tra s  funções como argum entos. E ste  
ramo da m atem ática tem  p or o b je t iv o  d eterm in ar, d en tre  todas as 
funções p o ss ív e is , aquela que to rn a  c e r to  funcional 
estac ion ário .
O cálculo variac iona l tem  encontrado  ampla ap licação na 
f í s ic a  m atemática. I s t o  se  deve ao fa t o  de que são  v á r io s  os  
problem as cu jas equações que os descrevem  são  ob tidas  das 
condições de extrem o de um funcional. Na Mecânica dos Sólidos, 
p or exemplo, as equações d ife re n c ia is  da e lastic idade  podem s e r  
obtidas  da ex trem lzação  de funcionais como o da en e rg ia  po ten ­
cial to ta l,  o da en e rg ia  com plem entar t o t a l  e seus derivados.
O em prego dos m étodos varlac ion a ls  re qu e r, p o rta n to , a 
ex istên c ia  de um funcional cu ja  condição de extrem o nos fo rn e ç a  
as equações d ife re n c ia is  que regem  o problem a em estudo. Em mui­
to s  problem as o funcional é de d i f íc i l  obtenção  , em o u tro s  é 
in ex isten te .
Na mecânica dos Sólidos, fo i  o surgim ento  do pr -in c íp io  dosr 
tra ba lh os  u ir tu a is  que p oss ib ilito u  a obten ção  de funcionais e, 
p o rtan to , o desenvolvim ento dos p r in c íp io s  va rlac ion a ls , ho je  
extensivam ente u tilizados em con junto com o método de elem entos  
f in it o s  na solução aproxim ada de problem as do continuum.
As equações de elem entos f in ito s  para  modelos de desloca­
mentos podem s e r  obtidas  d ire tem en te  da extrem lzação  do f  uncio- 
nal da en e rg ia  potenc ia l to ta l,  que d e riv a  do p r in c íp io  d a s  
tra ba lh os  v i r t u a i s . E n tre ta n to , a com preensão f í s ic a  do método  
variac iona l ex ige  a com preensão dos con ce itos  envolvidos na f o r ­
mulação do p r in c ip io  d o s  t ra b a lh o s  v i r tu a is  CPTV).
O PTV p ressupõe  a ex istên c ia  de um corpo  defo rm áve l em 
eq u ilíb r io  sob  a ação de um carregam ento  ex te rn o  e sob  condições  
de con torn o  conhecidas. Sua form ulação envolve dois con ce itos  
básicos: o de campo de ten sõe s  esta ticam en te  adm issível e o de 
campo de deslocam entos v ir tu a is  cinem aticam ente adm issível.
Um campo de ten sõe s  é esta ticam en te  adm issível quando 
s a t is fa z  as equações d ife re n c ia is  de eq u ilíb r io  no in t e r io r  do 
corpo  e as condições de con torno  de ten são  em sua su p e rfíc ie .
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E ste  campo de ten sõe s  não p rec isa  s e r  o campo re a l de ten sõe s  
e x is te n te  no corpo  deform ado. A final, a d is tr ib u iç ão  de ten sõe s  
num corpo  não é com pletam ente determ inada pelas condições de 
eq u ilíb rio  e condições de con torno  de ten são , mas depende também  
da re lação  c o n s t itu t iv a  do m aterial. Assim, norm alm ente há mais 
de um campo de ten sõe s  e sta ticam en te  adm issível, todos s a t i s fa ­
zendo os re q u is ito s  de equ ilíb rio .
Os deslocam entos v ir tu a is , p o r sua vez , são  deslocam entos  
in fin ite s im a is  h ip o té t ic o s  e cinem aticam ente adm issíveis. Um 
campo de deslocam entos é cinem aticam ente adm issível quando 
s a t is fa z  as condições de contorno  de deslocam ento e é de c lasse  
no in t e r io r  do corpo. P o rtan to , os deslocam entos v ir tu a is ,  
aplicados ao corpo  a p a r t i r  de sua con figu ração  de eq u ilíb r io ,  
devem s e r  nulos nas s u p e r f íc ie s  onde os deslocam entos re a is  
fo rem  p re sc r ito s .
E stes  campos de ten sõe s  e de deslocam entos fis icam en te  
v ir tu a is  são  u tilizados no cálculo de um traba lh o  v ir tu a l de 
deform ação a p a r t i r  da con figu ração  de equ ilíb rio . Admitindo que 
durante  a ap licação dos deslocam entos v ir tu a is  as ca rgas  e x t e r ­
nas permanecem in a lte radas , o traba lh o  v ir tu a l das fo rç a s  
e x te rn a s  C forças de corpo  e de c o n ta to ) é dado p o r (M alvern , 
1969>
= f t^<óu^)dS + J  b^Cóu^)dV C4.1)
S V
Escrevendo os com ponentes do v e to r  carregam en to  su p e rfic ia l  
em term os dos com ponentes de ten são  e do v e to r  norm al à 
su p e r f íc ie , p od e -se , a t ra v é s  do teorem a de G reen, t ra n s fo rm a r  a 
in te g ra l de su p e r f íc ie  da equação C4.1) numa in te g ra l de volume. 
O btém -se , como resu ltado .
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+ CcTy,o + f^)óu^ dV <4.2)
Como o campo de ten sõe s  s a t is fa z  as equações d ife re n c ia is  
de eq u ilíb r io  no in t e r io r  do corpo , o term o e n t re  p a rê n te se s  se  
anula, resu ltando
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Ccr^ j <5u^ ,j> dV c:4.3>
V
Considerando que o t-ensor t-enaão é  s im étrico  e que oa des­




cmde é um com ponente de del'orm açao associado ao campo de
deslocam entos v ir tu a l óu. O lado d ire ito  da equação re p re s e n ta  o 
traba lh o  in terno .
Da equação (4.4> podemos fa z e r  a segu in te  afirm ação:
S e  o  campo  d e  te-nsõ&s é ostaticam&ntG a d m issíu&l, &ntao o  
traba lho  d a s  f o r ç a s  &?ct&rnas durante  um d&slocam&nto u irtual  
cinematicam&nte adm issíx j^ l Ca p a r t i r  da c o n f ig u ra ç ã o  d& 
&quilxbrio:> é d ad o  p o r
(cr j^ Ó£^Ç> dV (4 .4 )
P ode -se , ainda, dem onstrar a a firm ação  in ve rsa  (M alvern ,
1969>:
Se . pa ra  um c e r t o  campo d e  t e n s õ e s  cr^ j, o  traba lho  d a s
f o r ç a s  e x t e r n a s  é igual a f dV p a ra  qua lqu er  campo d e
V
d e s lo c a m e n to s  u irtual cinem aticam ente a d m iss it je l ,  en tão  o  campo  
d e  t e n s Q e s  é e s ta t ica m en te  adm iss ít je l .
As duas a firm a tiv a s  acima formam o p r in c íp io  d o s  tra ba lh os  
v i r t u a i s , que pode s e r  enunciado na segu in te  form a:
Durante um d es lo ca m en to  t^irtual cinem aticam ente a d m is s íu e l  
tomado a p a r t i r  da c o n f ig u ra ç ã o  d e  e q u i l íb r io ,  o  traba lho  
xjirtual d a s  f o r ç a s  e x t e r n a s  S igual a J dV ae e
som ente se o campo d e  t e n s õ e s  f o r  e s ta t ica m en te  a d m is s íu e l .
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A import-ância dest-e p rin c íp io  d e v e -se  ao Tato de continuar  
válido em ap licações com re lações  c o n s t itu t iv a s  e deform ações  
quaisquer. De fa to ,  os campos de ten sõe s  e deslocam entos u t ili­
zados fo ram  supostos independentes. Além d isso , enquanto os des­
locam entos v ir tu a is  eram  supostos in fin ite s im a is , nenhuma r e s ­
t r iç ã o  fo i  f e i t a  quanto à grandeza  dos deslocam entos ou 
deform ações rea is .
Na T eo ria  da E lastic idade L inear, que lim ita -se  a problem as  
com pequenas deform ações e pequenas ro ta ç õ e s  , d iv e rso s  
p rin c íp io s  variac ionais  fo ram  p ro p o sto s  tomando por base o PTV. 
N estes p rin c íp io s , as equações d ife re n c ia is  que governam  um p ro ­
blema e lá s t ico  lin ea r são  obtidas  da extrem ização  de um funcio ­
nal d e sc r ito  em te rm os de deslocam entos, ten sõe s , deform ações ou 
uma combinação destas  variáve is .
Os modelos de e lem entos f in ito s  p ro p o sto s  n este  traba lh o  
são  form ulados a p a r t i r  do método de deslocam entos. As equações  
podem, en tão , s e r  ob tidas  da extrem ização  do funcional da e n e r ­
g ia  potenc ia l to ta l. E n tre ta n to , visando p re s e rv a r  o s ign ificado  
f í s ic o  do método variac iona l, as equações de e lem entos f in ito s  
se rã o  deduzidas d ire tam en te  do PTV.
4.3. E quações G e n é r ic a s  d e  E lem en tos  F in ito s
O p r in c ip io  d a s  trabalhos^ u ir tu a is  pode s e r  u tilizado  com o 
o b je t iv o  de calcu lar a re sp o s ta  de um corpo  a c e r to  carregam en ­
to. Partindo  da -expressão  m atem ática d este  p rin c íp io , p ode -se  
chegar à solução de um problem a de e lastic idade  linear.
S e rá  considerado o eq u ilíb r io  de um corpo  gen érico , c o n fo r ­
me re p re sen ta d o  na Fi^ur-a  4.1, sob  a ação de fo rç a s  e x te rn a s  de 
su p e r f íc ie  1'^ , de corpo  f® e concentradas f* .^ Seus com ponentes, 
segundo o s istem a g lobal de coordenadas CXj,X2,Xg>, são  r e p r e ­
sen tados na fo rm a m atric ia l.
<f**> -
1
<■1 ; <r®> -  ■
1
■; <r=^> =




F igu ra  4.1 Corpo trid im ensional gen érico  CBathe, 1982, p.l20>
Após a ap licação das fo rç a s  de corpo , de s u p e r f íc ie  e con­
cen tradas, o co rpo  passa à con figu ração  de equ ilíb rio . O campo 
de deslocam entos é d e sc r ito  pelo v e to r
<u> = <u  ^ U2 U3>*- C4.6)
As ca rgas  e x te rn a s  deform am  o corpo  e induzem e s fo rç o s  
in te rn os. Os campos de ten são  e deform ação no in t e r io r  do sólido  
são  dados por
<or> =« <aTjj <^ 22 <^ 33 T12 "^ 13 '*'23^ '' C4.7)
<4.8)
A p a r t i r  da con figu ração  de eq u ilíb r io , p od e -se  im por ao 
corpo  um campo de deslocam entos v ir tu a l, d e sc r ito  pelo v e to r
< Ó U >  =  < Ó U j  6 u 2 ó U g )*^  , C4.9)
re spon sáve l p o r deform ações também v ir tu a is  dadas por
<e> = <6e^^ 0^22 *^33 *yi2 *^13 C4.10)
onde ó£T- = l/'2 (  + <5uj,i. > e = 2
F e ita s  e s ta s  d e fin ições , pode-ae  a go ra  r e c o r r e r  à exp re ssão  
do PTV, segundo o qual
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<5Wext = j dV «  CT.j é
\  C4.11>
es ta t ic am en te  a d m iss ív e l
A p a r t i r  das equações C4.5), C4.7> e <4.10>, p ode -se  r e e s ­
c r e v e r  <4.11) sob a fo rm a m atric ia l,
<fS><  ^ <6u> dS + J  <f®>*  ^ <óu> dV +
: V
<4.12)
,cJ: <F^>^ <ÓU^> »  J  <cr>^  <óc> dV ,
onde p é o número de pontos onde são  aplicadas as fo rç a s  
concentradas.
A equação <4.12) e x p re ssa  uma condição de eq u ilíb r io  do 
corpo  d e f ormado. E xpressa, em s ín te s e , a condição n ecessá ria  e 
su fic ie n te  p ara  que um campo de ten sõe s  s e ja  e sta ticam en te  
adm issível. Assim, o campo re a l de ten sões  é apenas um d e n tre  os 
que a satis fazem .
Contudo, o PTV, sob a fo rm a da equação <4.12), é incapaz de 
fo rn e c e r  a solução para  um problem a de Mecânica dos Sólidos. De 
f a t o ,  a com pleta form ulação de um problem a ex ige  considerações  
ace rca  da re lação  c o n s t itu t iv a  do m ateria l, condições de c o n to r ­
no e com patibilidade dos deslocam entos. Devemos, p o rta n to ,  
inclu ir e s ta s  condições naquela equação para  que o PTV passe a 
in c o rp o ra r  todos os re q u is ito s  envolvidos na análise  de um p ro ­
blema de Mecânica dos Sólidos.
Como resu ltado , s e rá  o b tida  uma equação in te g ra l que r e p r e ­
sen ta  as condições de eq u ilíb r io  de um corpo. D esc r ita  a go ra  em 
te rm os do campo de ten sões  re a l, a equação deve s e r  válida para  
qualquer deslocam ento v ir tu a l cinem aticam ente adm issível.
P ode -se  o b t e r  uma solução aproxim ada para  o problem a, posto  
sob a fo rm a do PTV, re co rre n d o  ao método de R ay le igh -R itz . Em 
sua fo rm a convencional, e s te  método con s iste  na aproxim ação da 
solução p o r funções, em g e ra l polinóm ios, de fin idas no domínio  
do corpo  e d e sc r ita s  em te rm os de um número f in it o  de c o e fic ie n ­
te s  ou g rau s  de liberdade. Impondo ao corpo  um con junto  
e sp e c íf ic o  de deslocam entos v ir tu a is , ch ega -se  a um con junto  de 
equações lin ea re s  cu jas v a r iá v e is  são  os graus de liberdade  u t i­
lizados em sua modelagem.
Evidentem ente, in c o r re -s e  em e r r o s  ao se  aproxim ar uma 
solução com in fin ito s  graus de liberdade por uma solução d isc re ­
ta , com um número f in it o  de graus de liberdade. Contudo, a 
solução ob tid a  e s t a r á  tan to  mais próxim a da solução re a l quanto  
m aior f o r  o número de graus de U berdade u tilizados em sua mode­
lagem. O aumento no número de g raus de liberdade  do modelo d is ­
c re t izad o  pode d a r -s e  com o em prego de f  unções de in te rp o lação  
de d iv e rsa s  ordens (lin e a re s , quadráticas, cúbicas ou de ordens  
mais e levad as ), ficando os re su ltados  vinculados ao g rau  da 
f  unção de in te rpo lação  utilizada. I s t o  se deve ao fa t o  de que a 
capacidade de um polinómio modelar determ inado campo de desloca­
m entos e/ou ten sõe s  aumenta com a e levação  do grau  d este  
polinómio.
E n tre ta n to , como norm alm ente se desconhece as 
c a r a c t e r ís t ic a s  da solução de um problem a gen érico , funções  
su fic ien tem en te  complexas devem s e r  em pregadas na aproxim ação da 
solução real. Em situações p rá t ic a s , contudo, e s ta  técn ica  
to rn a -s e  inviável.
Convém, n este  caso, u t il iz a r  o Método de R ay le igh -R itz  em 
sua fo rm a d isc re tizada ; o Método de Elem entos F in itos. Soluções  
mais sim ples são  aproxim adas em sub-dom ín ios tã o  pequenos quanto  
dese jados Cos elem entos f in i t o s )  e p o s te r io rm en te  su p erp o stas  
para  en tão  obterm os a solução em todo o domínio.
No método de elem entos f in ito s ,  as v a r iá v e is  envolvidas no 
PTV são  aproxim adas por polinómios de baixa ordem, cu jos c o e f i ­
c ien te s  são  graus de libei'dade defin idos em pon tos e sp e c íf ic o s  
de seus con torn os, os nós. Como resu ltado , o PTV se  t ran s fo rm a  
num som atório  de in te g ra is  de fin idas em cada um dos elem entos. 
Assegurados os re q u is ito s  de com patibilidade de deslocam entos e 
in truduzida a re lação  c o n s t itu t iv a  do m ateria l, a equação
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(4.12>, ago ra  em sua fo rm a d isc re t lzad a , fo rn e c e  um sistem a de 
equações lin ea res  em te rm os dos graus de liberdade  nodais. 
In trodu zidas  as condições de con torno  do problem a e re so lv id o  o 
sistem a de equações, os g raus de liberdade são  determ inados, 
podendo en tão  s e r  u tilizados no cálculo de deform ações e 
tensões.
Se rá  abordado, ago ra , o procedim ento para  a obten ção  das 
equações de elem entos f in ito s  em um corpo  trid im ensional em 
equilíbi-’io , como re p re sen ta d o  na 4.1. In icialm ente a p re ­
sentadas de form a gen érica , as equações se rã o  p a rt icu la r izadas  
no item  4.4 conform e as ca i^acte rísticas  dos elem entos sólidos  
pr-opostos.
Para  se chegar à exp ressão  d isc re t izad a  do PTV d e v e -se  
adm itir o co rpo  da Fi^ur-a  4.1 como sendo form ado pela montagem  
de elem entos f in it o s  in te rcon ectad os  nos nós.
O campo de deslocam entos no domínio de cada elem ento é 
aproxim ado pela in te rpo lação  dos g raus de liberdade , que são  
deslocam entos nodais. D esc rito  em te rm os de coordenadas n atu ra is  
defin idas localm ente no elem ento, o campo de deslocam entos é 
dado por
<u®CÇ,Yí,C» = [FCÇ,y),C>l <ó> , C4.13)
e o campo de deslocam entos v ir tu a l re p re sen ta d o  por
<óu®CÇ,r7,C» = CFCÇ,Y7,C>] , <4.14)
onde [F ] é a m atriz  das f  unções de in te rp o lação  dos graus de 
liberdade nodais.
Partindo  do campo de deslocam entos e lem entar, dado pela  
exp re ssão  <4.13), ob tém -se , da re lação  deform ação-deslocam ento ,
o campo de deform ações no in t e r io r  do elem ento,
<e®<Ç,Yj,C» = [B<Ç,y7,C)] <«5> <4.15)
A n a lo g a m e n te , o cam po de d e fo rm a ç õ e s  v i r t u a l  é dado poi-
<Ó£r®<Ç,r7,C)> = [B<Ç,y7,C)l <<5.^ > , <4.16)
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onde [B®í é a m atriz  que re lac ion a  o campo e lem entar de desloca­
m entos ao v e to r  dos graus de liberdade  de todo o domínio.
As ten sõe s  e s tã o  associadas às deform ações a t ra v é s  da 
re lação  c o n stitu tiv a ,
<CT®> = [Cl <£T®> , <4.17>
que. Juntam ente com a re lação  C4.15), fo rn e c e  a d is tr ib u iç ão  de 
ten sões  em term os dos graus de liberdade nodais;
<cx®> = ICl [BCÇ,y),C)l <6> C4.18>
Nas equações <4.13) a C4.1B) os deslocam entos, deform ações  
e ten sõe s  e lem entares  poderiam  t e r  sido e s c r ita s  em term os  
apenas dos g raus de liberdade  nodais do elem ento. Contudo, o 
em prego do v e to r  dos g raus de liberdade  do modelo p e rm it irá  
e sc re v e r  o PTV sob a fo rm a de um sistem a g loba l de equações Do 
c o n trá r io , t e r - s e - i a  a equação d este  p rin c íp io  e s c r it a  como um 
som atório  de sistem as locais de equações que deveriam  s e r  r e s o l ­
vidos sim ultaneam ente.
As in te g ra is  da equação C4.12) podem, ago ra , s e r  desm em bra­
das em in te g ra is  no volume e su p e r f íc ie  dos elem entos. Tem -se, 
en tão .
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5] <f < 6 u ,>  =» E  J  <6e®>dV®
As in te g ra ç õ e s  em C4.19) são  e fe tu ad as  no volume ou 
su p e r f íc ie  de cada elem ento; p o r conveniência, pod e -se  u t il iz a r  
d ife r e n te s  sistem as de coordenadas nos cálculos.
Substitu indo  as exp re ssõ es  <4.14), <4.16) e <4.18) na 
equação d isc re t iz ad a  do PTV ob tém -se  como resu ltado  a exp re ssão  
variac iona l




J  < f ® %  dV® + J ] J  tF]*^  <f®^> dS® + <F'"> I
t ô V® ® s® J
oi^de <F‘^ > é  o v e to r  das fo rç a s  concentradas co rresp on den tes  aos 
graus de liberdade nodais.
A equação C4.20) pode, ainda, s e r  e s c r it a  na segu in te
fo r  ma ;
I  [K ] <ô> -  <F> I  = 0 , (4.21>
onde [K ]  -  E  J  tBJ^^tC] [B3 dV® »  j ;  CK®] e
e
<F> =» <F»> + <FS>+ <F^> s  J] <F®> .
e
A igualdade em <4.21> deve s e r  v e r ific ad a  p ara  qualquer
deslocam ento v ir tu a l cinem aticam ente adm issível. Para  isso , 
d ev e -se  t e r
[Kl <ó> = <F> C4.22)
Os deslocam entos nodais <ó> não podem s e r  quaisquer, mas 
devem s a t is fa z e r  as condições de con torn o  de deslocam ento. 
Assim, o campo de deslocam entos do co rpo  é ob tido  da solução do 
sistem a lin ea r do equações C4.22> re sp e itad a s  as condições  
contorno  do problema.
A m atriz  de r ig id e z  CKl e o v e to r  carregam en to  ÍF> g loba is  
incoi^poram as con tribu ições  de todos os elem entos. Na p rá t ic a ,  
contudo, ca lcu la -se  as parce las  associadas a cada elem ento para  
em seguida, re sp e itan d o  suas conectiv idades, superpô -las . Como 
resu ltado , são  obtidas  as m atrizes  globais.
4.4. M ode los  S ó lid o s  O r t o t r ó p ic o s
4 .4 .1 . O s  El&m&ntas F in i t o s  Desenxjolx jidos
As equações de e lem entos f in ito s  fo ram  obtidas  em sua fo rm a  
genérica . Conhecidas as c a r a c t e r ís t ic a s  de um elem ento  
e sp e c íf ic o , as m atrizes  do s istem a de equações podem en tão  s e r  
p articu larizadas.
A p a r t i r  de c a r a c t e r ís t ic a s  como geom etria  do elem ento, 
número de nós, graus de liberdade  nodais e funções de 
in te rpo lação , p ode -se  desenvo lver as exp re ssõ es  para  o cálculo 
da m atriz  de r ig id e z  e do v e to r  carregam ento  e lem entares.
Os modelos p ro p o s to s  n este  traba lh o  constituem  uma fam ília  
de elem entos só lidos o r to t ró p ic o s  isop a ram étrico s  que d ife rem , 
basicam ente, quanto ao número de nós e ordem  das funções de 
in terpo lação . Baseados no método de deslocam entos, os e lem entos  
têm o campo de deslocam entos aproximado pela in te rp o lação  de 
t r ê s  graus de liberdade  (u ,v  e w> defin idos em cada nó. Na 
in te rpo lação  dos graus de liberdade são  u tilizadas f  unções o b t i ­
das a p a r t i r  da combinação de polinómios de Lagrange  de p rim ei­
ro , segundo e t e r c e ir o  graus.
A geom etria  quadrangular é d e s c r ita  por in te rpo lação  das 
coordenadas nodais, sendo u tilizadas as mesmas funções de in t e r ­
polação em pregadas na in te rp o lação  dos graus de liberdade  
nodais.
Os elem entos da fam ília  são  obtidos da combinação de nove 
ou d ezesse is  nós no plano, com dois, t r ê s  ou quatro  nós na 
esp essu ra  do elem ento. Tem -se, como resu ltado , se is  modelos 
cu jas funções de in te rp o lação  s e rã o  quadráticas ou cúbicas nas 
coordenadas locais Ç e vj e lin ea res , quadráticas ou cúbicas na 
coodenada local K, do elem ento. As c a r a c t e r ís t ic a s  básicas de 
cada um dos e lem entos da fam ília  são  ap resen tad as  na Tah&la 4.1.
In ic ia -s e  a form ulação an a lít ic a  dos modelos descrevendo a 
geom etria  e o calculando o campo de deform ações no domínio do 
elomônto. O oàmpo de ten sões  é obtido  das deform ações a t ra v é s  da 
re lação  c o n s t itu t iv a  do m ateria l, que é adm itido s e r  
o r  to  tróp ico .
D esc r ito s  em te rm os de coordenadas n atu ra is  CÇ ,^ 7,^ > e dos
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graus de liberdade nodais, os campos de ten sões  e deform ações  
são  re p re sen ta d o s  em form a m atric ia l e p o ste rio rm en te  u tilizados  
na determ inação da m atriz  de r ig id e z  e lem entar.
A semelhança e n t re  os elem entos da fam ília  perm ite  o desen ­
volvim ento de uma form ulação an a lít ic a  gen é rica  que pode fa c i l ­
mente p a rt icu la r iz ad a  para  cada um dos se is  modelos.
Tab&la  4 .1 . Número de p on to s  de in t e g r a ç ã o  dos e lem en to s  só lid o s
Número de nós
T
e 1 em ento  
S Ó I  ido
S L - 18
S L -2 7
S L -3 6
S L -3 2
S L -4 8
S L -6 4
p on to s  de in te g r a ç ã o  CÇ,y>,C>














4 .4 .2 . G eom e tr ia  d o s  E lem en tos
No método de elem entos f in ito s ,  as derivadas e in te g ra is ,  
em bora avaliadas no sistem a g lobal de coordenadas ,
são calculadas, in d iretam en te , em te rm os das coordenadas natu­
ra is  CÇ,i7,í;>.
A tran s fo rm ação  de derivadas e in te g ra is ,  no sistem a g lo ­
bal, em operações  equ iva len tes no sistem a natu ra l de cordenadas  
ex ige  a determ inação  da m atriz  Jacobiana associada à 
tran s fo rm ação  de coordenadas co rrespon den te : T<Ç,ï7,C ) <x,y,z).
A m atriz  Jacobiana da tran s fo rm ação  T contém  as derivadas  
n atu ra is  das coordenadas g loba is  no domínio do elem ento: ,
x^,^ e x^ , .^ , com 1=1,3. Conhecidas as coordenadas g loba is  
nodais, p od e -se  in te rp o la -la s  no domínio do elem ento para , em 
seguida, serem  calculadas suas derivadas naturais.
A p a r t i r  das funções de in te rpo lação  ap resen tad as  no
A p ên d ice  B, as coordenadas g loba is  in terpo ladas  no domínio de um 
element-o são  dadas por
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Fj *= <Xj^ >, com i=»l,3 C4.23>
onde Xj^ j = coordenada g lobal do nó J na d ireção  i.
As derivadas locais das coordenadas g loba is  são  obtidas  
d ife ren c ian d o -se  as equações (4.23),
C4.24)
X =  X  Fj, = < X >
S L) S k
A tra v é s  das equações C4.24), p ode -se  ava lia r a m atriz  ja co ­
biana num ponto gen érico  do elem ento.
J = X y , X q ,
L X 2 ,^ .
C4.25)
4 .4 .3 . D e s lo ca m en to s  e  D e fo rm a ç õ e s  E lem en ta res
Nos modelos de deslocam entos, os g raus de liberdade  são  
deslocam entos nodais que, in te rpo lados , fo rnecem  uma aproxim ação  
para os campos de deslocam entos e deform ações no domínio de um 
elem ento. Como nossos elem entos são  isop a ram étrico s , u t i l iz a re -  
ÍH03 as mesmas funções em pregadas na in te rpo lação  de suas geom e­
tr ia s . O btém -se  en tão , por in te rpo lação  dos graus de liberdade  
nodais, o campo de deslocam entos e lem entar.
u. u,j Fj <F^ >*^  <6®> C4.2Ó)
onde = deslocam ento do nó J na d ireção  1.
O campo de deslocam entos e lem entar pode ainda s e r  e s c r ito  
sob a I'orma m atric ia l,
<u®> = [F®] <ó®> <4.27>
O campo g lobal de deform açoes é obtido , con form e a 
defin ição  m atem ática de deform ação, d ife ren c ian d o -se  o campo 
global de deslocam entos,
= 1/2 <u^,j + Uj,  ^ + com i,j,k  = 1,3. <4.28>
Como a form ulação e s tá  r e s t r i t a  a problem as com pequenos 
deslocam entos, os te rm os não lin ea res  da equação C4.28), por  
serem  de ordem su p e r io r , podem s e r  desprezados. A re lação  d e fo r ­
m ação-deslocam ento lin earizada  é dada por
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U i , i
é:®
22 U 2 > 2
33 ^ 3 > 3
y e
12 ^ ± > 2  U2>1
> '1 3 « 1 > 3  +  «3 > 1
^ 2 ' 3  *^3'2
C!4.29>
As derivadas g loba is  dos deslocam entos são  obtidas  
ap licando -se  a r e g r a  da cadeia às exp re ssõ es  C4.26>. A 
p rin c íp io , te m -se  que
^2'ç ^3>ç ^2'ç
Uq, s X,, Xq,3’VJ
5^1 X3,^
u^„ u1>2 ^3>2
U.,„ U1^ 3 '^ 2>3 *^ 3»3
C4.30>
-1Multiplicando ambos os membros da equação <4.30) p o r IJ] 
o b tém -se  a exp re ssão  para  as derivadas g loba is  das com ponentes
de deslocam ento.
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"  U^ . l ^2>1 “ a> i
, , , - 1
^2>Ç ^ 3 'ç
1^ 1 »2 >^2^2 U g ,2 = [J] U „ ,3 'yí
«1 ^ 3 ‘^2^3 “ 3 '3 U 2 ,^ ’- • a Y
<4.30
Os com ponentes do te n so r  deform ação podem ago ra  s e r  ob tidos  
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onde J j^ é o elem ento i j  da m atriz  [ J3 ^.
Nas equações C4.32), as derivadas n atu ra is  dos deslocam en­
to s  são  calculadas a p a r t i r  das exp ressõ es  <4.2ó> ou <4.27>. 
Obtém —se en tão , d estas  t r ê s  equações, a re lação
del'or?nação-deslocam ento:
<c®> »  CB®3 <6®> <4.33>
que d esc reve  o campo e lem entar de deform ações em te rm os dos 
graus de liberdade  do elem ento. A equação C4.33> é fundam ental 
para  o cálculo da m atriz  de r ig id e z  dos e lem entos, assunto  e s te  
a s e r  abordado no item  segu inte.
4 -4 -4 - Matriz: d e  R ig id e z  E lem entar
A p a r t i r  do P rin c íp io  dos Trabalhos V irtua is  fo ram  deduzi­
das, no item  4.3., as equações gen éricas  de elem entos f in it o s .
[Kl <ó> = <F> C4.22>
onde a m atriz  de r ig id e z  g lobal [Kl e o v e to r  carregam en to  
global <F> são  ob tidos  som ando-se as con tribu içoes  de cada um 
dos elem entos do domínio. Na p rá t ic a , e n t re ta n to , as m atrizes  de 
r ig id e z  e lem en tares  e os v e to re s  ca rregam en tos e lem en tares  são  
calculados e p o s te r io rm en te  superpostos.
Na dedução da equação <4.22>, ten sõe s  e deform ações no 
domínio de um elem ento fo ram  d e sc r ita s  em te rm os dos graus de 
liberdade  do domínio <6>. Chegou-se, contudo, a uma soma de f o r ­
mas quadráticas, cada uma re la t iv a  a c e r to  elem ento, cu jos va lo ­
re s  dependiam apenas dos graus de liberdade  do re sp e c t iv o  
ol*:ni(:*nto: Assim, cada uma destas  form as quadráticas g loba is  
F>ossuia uma equ ivalente de ordem in fe r io r ’, e s c r it a  apenas em 
te rm os dos g raus de liberdade  do elem ento <ó®> e de uma m atriz  
de r ig id e z  e lem entar
V ê -se , p o rta n to , que a equação g loba l C4.22> pode s e r  
e s c r it a  em te rm os de equações e lem entares. E is to  é o que, na 
p rá t ic a , é fe ito .  C alcu la-se m atrizes  de r ig id e z  e v e to re s  
carregam en tos e lem entares  que, adequadamente su p erp o sto s , fo rn e ­
cem , re sp ectivam en te  , a m atriz  [Kl e o v e to r  <F>.
A parce la  da m atriz  de r ig id e z  g lobal tK3 associada a c e r to  
elem ento pode s e r  o b tida  d ire tam en te  da m atriz  de r ig id e z  
e lem entar [K^l. Para tan to , d ev e -se  r e s p e it a r  a conectiv idade ou 
correspon dên c ia  e n t re  nós g loba is  <do dom ínio ) e locais Cdo 
e lem ento ) p ara  cada elem ento. Analogam ente à equação C4.21), a 
m atriz  de r ig id e z  e lem entar é dada por
38
[K®] = r CC] [B®] dV C4.34)
V
Embora o in tegran do  da equação <4.34) s e ja  e s c r ito  em t e r ­
mos das coordenadas n atu ra is  do elem ento, a in te g ra l deve s e r  
calculada no sistem a g lobal de coordenadas. D eve -se , p o rtan to ,  
p roced er a uma tran s fo rm ação  de coordenadas. Como re su ltad o , a 
in te g ra l acima s e rá  dada por
[K®] = J  J  J  [C ] CB®3 |det J | dC dr^  dÇ . C4.35)
Ç ^ C
A in te g ra l da equação C4.35) é avaliada a t ra v é s  do método 
de in teg ração  de Gauss-Legendre . O número de pon tos de 
in teg ração  n ecessá rio s  à in teg ração  numérica é fo rn ec id o  na 
Tabe la  4.1 p ara  cada um dos modelos de elem entos fin ito s .
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4 .4 .5 . C a rre ^ o m e fiío  E le m en ta r
Nas equações gen éricas  de elem entos f in ito s  C4.22), o v e to r  
car l egam ento g lobal <F> in co rp ora  a con tribu ição  dos e s fo rç o s  
e x te rn o s  aplicados em cada um dos elem entos do domínio. Como a 
m atriz  de r ig id e z  g lobal, e le  s e rá  determ inado a t ra v é s  da su p e r­
posição dos v e to re s  e lem en tares, calculados separadam ente para  
cada elem ento.
Da d isc re t iz ação  do PTV chegou -se  à segu in te  exp re ssão  para  
o v e to r  carregam en to  global,
<F> = <F»> + <F^y + <F^y C4.21>
Neste traba lh o  desprezarem os o e fe i t o  das fo rç a s  de corpo. 
Como resu ltado ,
<F> = <F®> + <F*=> C4.36)
O v e to r  carregam en to  concentrado, <F*^>, é obtido  d ir e t a ­
mente dos dados do problem a, enquanto a parce la  do carregam en to  
associada às ca rgas  d is tr ib u íd a s , <F®>, é dada por
r [F®]'^ <fS^> dS® 
S®
C4.37)
Na p rá t ic a , os v e to re s  carregam en to  e lem en tares  s e rã o  
calculados.
<F®®> r <f®®> dS®
S®
C4.38>
para en tão , p o r superposição  , d e te rm in a r -se  o v e to r  g loba l <F®>.
Na equação C4.38> as fo rç a s  de su p e r f íc ie  em um elem ento  
gen érico  podem s e r  in terpo ladas a p a r t i r  dos va lo re s  nodais,
f®^ = S^j Fj Ccom i= l,3  e J=l,nne>, <4.39>
ou ainda
<f®^> = [S3 <F> , C4.40)
onde S^j = com ponente da fo rç a  no nó j  segundo a d ireção  i.
A int.egral em C4.38> deve s e r  avaliada no sistem a global de 
coordenadas. Convém, e n t re ta n to , re a liz a r  uma tran s fo rm ação  de 
coordenadas para  en tão  serem  e fe tu ados  os cálculos em te rm os das 
coordenadas naturais. Como resu ltado , te m -se  que
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ÍF^®> B r [F®]*^  <f®®> |det J| dS® C4.41)
S®
O in tegrando  da equação C4.41> contém  funções em Ç ,19 e C- A 
in te g ra l é calculada a t ra v é s  do método numérico de Gauss- 
Legendre  de in tegração . O número de pontos de in teg ração  u t ili ­
zados na in teg ração  é ap resen tado  na Tab&la 4.1.
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5  C á l c u l o  d e  T e n s õ e s
5.1. In t ro d u ç ã o
Como os modelos de elem entos f in it o s  ap resen tados  fo ram  
form ulados a p a r t i r  do método de deslocam entos, todas as 
va r iá v e is  fo ram  d e sc r ita s  em term os de graus de liberdade  de 
deslocam ento defin idos nos nós do elem ento. C hegou-se, assim , a 
um sistem a lin ear de equações cu ja  solução nos fo rn e c e  os graus  
de liberdade  nodais e, p o rtan to , o campo de deslocam entos no 
domínio do corpo.
Conhecido o campo de deslocam entos no domínio de cada e le ­
mento, ten sõe s  e deform ações podem en tão  s e r  calculadas. Os com­
ponentes do te n so r  deform ação  e s tã o  associados ao campo de des­
locam entos a t ra v é s  da re lação  deform ação-deslocam ento , enquanto  
os com ponentes do te n so r  ten são  podem s e r  calculados a t ra v é s  da 
re lação  c o n s t itu t iv a  do m aterial.
O método de deslocam entos, e n t re ta n to , assegu ra  continu i­
dade in te re le m en ta r  apenas para  a d is tr ib u iç ão  de deslocam entos. 
A continuidade in te re le m en ta r  para  os campos de ten são  e de fo r­
mação deve s e r  ob tida  a t ra v é s  de algum método de suavização.
In ic ia -s e  e s te  cap ítu lo  apresen tando  o procedim ento de 
cálculo de ten sõe s  a p a r t i r  do campo de deslocam entos. Duas 
técn icas s e rã o  apresen tadas: o cálculo de ten sões  a t ra v é s  da 
re lação  c o n s t itu t iv a  e o cálculo a t ra v é s  da in teg ração  das 
equações d ife re n c ia is  de equ ilíb rio .
Ao fin a l do cap ítu lo  a p re s e n ta -se  o método de suavização  do 
campo de ten sõe s  no domínio do corpo.
5.2. C á lcu lo  d e  T en sõ e s  A t r a v é s  d a  R e lação  C o n s t it u t iv a
R eso lvendo-se  o s istem a g lobal de equações de elem entos  
f in it o s  ob tém -se  os deslocam entos nodais do modelo. A p a r t i r  
d estes  e da i'e lação deform ação-deslocam ento , o campo de 
doform ações pode s e r  calculado. As ten sõe s  são  en tão  obtidas  em 
cada elem ento a t ra v é s  da re lação  ten são -de fo rm ação . É e s te  o 
procedim ento de cálculo de ten sõe s  a t ra v é s  da re lação  co n stitu ­
t iv a , em que o campo de ten sõe s  é calculado in d iretam ente  a p a r­
t i r  do campo de deslocam entos.
O campo de ten sões  num elem ento f in ito  e s tá  associado ao 
campo de deform ações a t ra v é s  da re lação  c o n s t itu t iv a  do 
m;jt,ei-ial,
= [Cl . <5.1 >
O campo de deform ações é d e sc r ito  em term os dos g rau s  de 
liberdade nodais a p a r t i r  da re lação  deform ação-deslocam ento ,
<e^y »  <ó^> <4.33)
Das equações <5.1) e <4.33) o b tém -se  o campo e lem entar de 
ten sõe s  re la t ivam en te  ao sistem a global de coordenadas
<X^,X2,X3 ) ,
<<T®> = [Cl CB®] <6®> <5.2)
Na expi^essão <5.2) o campo de ten sõe s  é uma função das 
coordenadas locais o que perm ite  calcu lar os componen­
te s  de ten são  em qualquer ponto no domínio do elem ento. Há, con­
tudo, con form e dem onstrou Barlow <1976), pontos ótim os em que as 
ten sões  são  calculadas com m aior p rec isão . Sua m etodologia fo i  
aplicada a alguns modelos c láss icos e c o n sta to u -se  que os pontos  
ótim os são  os pontos de Gauss em uma ordem In fe r io r  aos u t iliz a ­
dos na in teg ração  numérica da m atriz  de rig id ez . Na T at>&la 5.1 
e n c o n tra -se  o número de pontos u tilizados na recuperação  de te n ­
sões  em cada um dos modelos desenvolvidos.
As ten sõe s  calculadas nos pontos ótim os são  ex trapo ladas  
para o re s ta n te  do domínio do elem ento. Não se pode a ssegu ra r .
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Gont-udo, a continuidade do campo de te n sõ e s  nas int€*r fa c e s  dos 
elem entos. No en tan to , há proced im entos p a ra  suavizaçSo das te n ­
sões  que consistem , basicam ente, em aproximai* os campos elem en­
t a r e s  descon tín uos p o r um campo contínuo  em todo  o dom ínio do 
corpo.
O p roced im ento  de suavização  s e r á  estudado no item  5.4. 
A n tes , porém , s e rá  ap re sen tad a  uma m etodologia  a lt e rn a t iv a  de 
cálculo das te n sõ e s  c isa lh an tes  t r a n s v e r s a is ,  que co n s is te  na 
in te g ra ç ã o  das equações d ife re n c ia is  de e q u ilíb r io  ao longo da 
esp essu ra  do elem ento.
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T a b e la  5 .1  Número de p o n to s  de re c u p e ra ç ã o  de te n sã o
In t e r p o la ç ã o  
na e s p e s s u ra
M odelo S ó lid o  
I s o p a ra m é t r lc o
Número de Pontos  
nas D 1 re ç õ e s  Ç , 19 e  C
L in e a r
S L -1 8 2x2x2
SL -3  2 3x3x2
Q u a d rá t lc a
S L -2 7 2x2x2
S L -4 8 3x3x2
C ú b ica
S L -3  6 2x2x3
S L -6 4 3x3x3
♦  o númoro de pontos de recuperaçSo de tonaSto na e s ­
p e s su ra  d e s t e s  e lem en tos  nSCo foi. r e d u z id o , sob a 
pena de i n v i a b i l i z a r  a in legraçcto d as  equacSes d i ­
f e r e n c ia i s  de © q u i l t b r i o  na e s p e s s u ra  dos elem entos.
5.3. I n t e g r a ç ã o  d as  E qu ações  D i fe r e n c ia is  d e  E q u i l íb r io
No item  a n te r io r  m o stro u -se  como calcu lar o câmpo de 
te n sõ e s  a t ra v é s  da re lação  co n stitu tiv a . Há, ainda, um p ro ced i­
mento a lte rn a t iv o  de cálculo dos com ponentes t r a n s v e r s a is  de
tensião: e ■^z-z- ^ técn ica , que co n s is te  na in te g ra ç ã o
das equações d ife re n c ia is  de e q u ilíb r io , fo i  in trod uz id a  no 
método de elem entos f in it o s  p o r P ry o r  & B arker C1971). E sta  
técn ica  c o n s is te , em o u tra s  p a lav ras , na im posição das condições  
de e q u ilíb r io  ao longo da e sp essu ra  da e s tru tu ra .
S a b e -se , da Mecânica dos Sólidos, que num co rpo  em 
e q u ilíb r io  e s tá t ic o  as equações abaixo são  s a t i s fe i t a s  em todo  o 
domínio.
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+ T i 2»2 + + b j = O
^21*1 *^ 22^2 ^23*3 ^3 ~ ^ C5.3)
^31 >1 "^32’2 *^ 33 >3 *^ 3 “ ^
onde as ten sõe s  e as dex-ivadas p a rc ia is  são  re la t iv a s  a um s is ­
tema de coordenadas c a rte s ian a s  o rto g o n a is  Cx^,x2 ,x3> a r b i t r a r i ­
am ente o rien tado .
Considerando d e sp re zá v e l o e fe i t o  da fo r ç a  de co rpo  e admi­
tindo conhecidas as d is tr ib u iç õ e s  das ten sõe s  de membrana 
t 2^ ® in te g ra ç ã o  das duas p rim e ira s  equações em C5.3)
o b tém -se  as te n sõ e s  e em te rm os da coordenada local X3 ,
■^ 13 '^12 »2 dXg + Cj
C5.4>
" 2^1 »1 <^ 22’2 dXg + C2
onde as con stan te s  de in te g ra ç ã o  C  ^ e C2 rep resen tam , r e s p e c t i ­
vam ente, as te n sõ e s  e T23 no ponto com coordenada Xg=a.
Na ap licação d esta s  equações aos modelos de e lem entos f in i ­
to s , o s istem a de coordenadas (Xj^,X2,X3> s e rá  defin ido  localm en­
t e  em cada ponto de recu p eração  de ten são , sendo o eixo Xg n o r ­
mal à s u p e r f íc ie  in fe r io r  do elem ento, que é tomada como 
su p e x fíc ie  de re fe rê n c ia .
Embora conceitualm ente sim ples, a in te g ra ç ã o  num érica das 
<*f |ii.«;:ões lii roi-onciíiÍT> <io e<nii 1 í br-ir> onvolve m uitos cálculos;.
Derivadas locais de com ponentes loca is  de te n são  devem s e r  cal­
culadas a p a r t i r  de com ponentes g loba is  de ten são ; p o s te rio rm en ­
te ,  uma in te g ra ç ã o  num érica deve s e r  e fe tuada . A quantidade de 
cálculos é , p o r ta n to , em muito su p e r io r  à ex ig ida  no cálculo de 
ten sõe s  a p a r t i r  da re lação  co n stitu tiv a .
Quanto à p rec isão  da técn ica  de in te g ra ç ã o  num érica, nada 
se pode a firm a r , podendo s e r  v an ta jo sa  em elem entos lin e a re s  na 
espessu ra . Em elem entos quadráticos ou cúbicos na e sp essu ra  
poderá  s e r  mais v an ta jo so  o em prego d ire to  da re lação  c o n s t itu ­
t iv a  no cálculo das ten sões.
Além d isso , e s t e  m étodo envo lve derivadas das te n sõ e s  de 
membrana que, p o r sua vez , são  calculadas a p a r t i r  de derivadas  
do campo de deslocam entos. Assim , o cálculo das te n sõ e s  t r a n s ­
v e rsa is  a t ra v é s  do m étodo de in te g ra ç ã o  envo lve derivadas de 
segunda ordem  do campo de deslocam entos. E como os modelos 
desenvolv idos são  de deslocam entos, p od e -se  apenas a firm a r  que a 
solução para  os deslocam entos deve c o n v e rg ir  com o r e f in o  da 
malha. Nada se  pode a firm a r , contudo, quanto à con vergên c ia  das 
deriv 'adas dos deslocam entos.
V ê -se , p o rta n to , que o cálculo de te n sõ e s  t r a n s v e r s a is  
a t ra v é s  da in te g ra ç ã o  das equações d ife re n c ia is  de e q u ilíb r io ,  
além de d ispendioso  é, em grande p a r t e ,  im p rev is íve l. Aplicando  
e s ta  m etodologia  a problem as com soluções conhecidas p od e -se  
com parar seus re su ltad o s  com os o b tid o s  d ire tam en te  da re lação  
c o n stitu tiv a .
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5.4. S u a v iz a ç ã o  do  Campo de  T en sõ es
5 .4 .x. Descontinuiclact& no Campo d e  T&nsõ&s
As fo rm u lações dos modelos de e lem entos f in it o s  só lidos  não  
asseguram  continuidade no campo de te n sõ e s  nas in t e r fa c e s  dos 
elem entos. V alores d is t in to s  são  ob tid o s  quando calculamos as 
te n sõ e s  em um nó a p a r t i r  de cada um dos e lem entos que o com par­
tilham. O cálculo das te n sõ e s  nodais ex ige  a suavização  do campo 
de te n sõ e s , quando en tão  o campo descontínuo  é aproxim ado p o r um
campo de te n sõ e s  contínuo  no domínio do corpo.
Os e lem entos f in it o s  p ro p p sto s  fo ram  form ulados, in d ire ta ­
m ente, a p a r t i r  do P r in c íp io  da E n erg ia  P o ten c ia l Totad, cu jo  
funcional é  e s c r it o  em te rm os dos deslocam entos nodais. Como em 
elem entos só lidos os g rau s  de liberdade  são  independentes, a 
e x p re ssão  do funcional contém , no máximo, derivadas de p rim e ira  
ordem , o que p e rm ite  o em prego de funções de in te rp o lação  de 
c lasse  C^. Embora mais e f ic ie n te s ,  e s ta s  funções asseguram  con­
tinuidade in te re le m e n ta r  som ente p a ra  o campo de deslocam entos.
As te n sõ e s  calculadas em pon tos in te rn o s  do e lem ento e  
extrap o ladas  p a ra  os nós são  descontínuas nas in te r fa c e s  de e le ­
mentos ad jacen tes . Como norm alm ente deseJa -se  d ete rm in a r as 
ten sõe s  nodais, d e v e -s e  u t i l iz a r  um procedim ento p a ra  a 
suav ização  do campo de te n sõ e s  descontínuo.
D iversas  técn icas  de suavização  de te n sõ e s  tem  sido p ro p o s ­
ta s , como as ap resen tad as  p o r H inton & Campbell C1974) e  H inton  
e í  all i  C1975). Um procedim ento b a s ta n te  sim ples co n s is te  na 
aproxim ação da te n são  em cada nó pela  média a r itm é t ic a  das 
ten sõe s  nodais de todos os elem entos que com partilham  aquele nó. 
Há ap licações , e n t re ta n to , con form e re su ltad o s  ap resen tad as  p o r  
e s te s  a u to re s , em que e s ta  técn ica  leva  a e r r o s  in to le rá v e is . Um 
o u tro  proced im ento  de suavização  co n s is te  no em prego do m étodo  
de mínimos quadrados; o campo de te n sõ e s  contínuo é ob tido  mini­
m izando-se o som ató rio  dos quadrados dos e r r o s  no domínio.
A suavização  p o r mínimos quadrados pode s e r  ap licada a cada 
elem ento isoladam ente (su av ização  lo ca l) ou extend ida a todo  o 
domínio da e s t r u t u ra  Csuavização g lo ba l).
Na suavização  local, o quadrado do e r r o  é minimizado no 
domínio de cada elem ento tomado isoladam ente e as te n sõ e s  em 
cada nó são  calculadas por média a r itm é t ic a  dos d i fe r e n te s  va lo ­
r e s  nodais. Na suavização  g loba l, o e r r o  é minimizado em todo  o 
domínio da e s t ru tu ra . A pesa r de seu m aior cu sto  com putacional, a 
suavização  g loba l tem  a vantagem  de le v a r  em consideraçao  as 
dim ensões re la t iv a s  de e lem entos ad ja cen tes , favo recen d o  o 
cálculo de v a lo re s  nodais mais re p re s e n ta t iv o s .
Considerando p r io r i t á r ia  a p re c isão  dos re su ltad o s  à econo­
mia de cálcu los, o p to u -se  pelo  em prego da técn ica  de suavização  
globa l das tensões.
Os fundam entos do método de mínimos quadrados s e rã o  a p re -
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sen tados e  em segu ida aplicados à suav ização  de um campo de 
te n sõ e s  descontínuo.
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5 .4 .S. S u a v iz a ç a o  d e  F u n ç õ e s  por~ H in im o s  Q u a d r a d o s
A ava liação  das te n sõ e s  nodais nos modelos de deslocam entos  
ex ige  o em prego  de algum m étodo de suavização  . Em bora contínuo  
no in t e r io r  de cada e lem ento, o campo de te n sõ e s  é  descontínuo  
em suas in te r fa c e s .
A té cn ic a  de suavização  co n s is te  em, p a rt in d o -s e  de uma 
função seccionalm ente con tínua  em c e r to  dom ínio, ap rox im á-la  p o r  
uma função  con tínua  n e s te  domínio. D en tre  as técn icas  de suavi­
zação , o m étodo convencional de mínimos quadrados p ropõe  uma 
função  su av izan te , em g e ra l  um polinóm io, cu jo s  c o e fic ie n te s  
devem s e r  determ inados,
g C x , y >  *  a o  +  a ^ o X  +  a ^ ^ y  +  a ^ ^ x y  +
<5.5>
com i= l,q  e  J=0>q . A ordem  do polinómio suav izan te  é dada 
pelos v a lo re s  de p e  q.
Sendo crCx,y> a função  seccionalm ente con tínua , o polinóm io  
su av izan te  deve m inim izar o funcional
orCx,y> -  gCx,y> j  dx dy <5.6>
A
Os c o e fic ie n te s  a^j são , p o rta n to , aqueles que minimizam o 
quadrado do e r r o  e n t re  as funções «rCx,y> e g<x,y> no domínio. 
Seus v a lo re s  são  calculados a p a r t i r  do s istem a lin e a r  de 
equações ob tid o  das condições de mínimo de uma função  de 
m últip las v a r iá v e is .
^  O , com i“ 0,p e J»0 ,q  <5.7>
S -4 -3 - F o rm u la ç d o  d& M ín im o s  Q u a d r a d o s  p a r a  El&m&ntos F in i t o s
Em problem as de e lastic id ade , o proced im ento  convencional 
de suavizaçâo  de ten sõe s  p o r mínimos quadrados nSo é considerado  
adequado. A im pre v is ib ilid ade  das TunçSes a  serem  suavizadas  
e x ig ir ia  o em prego  de polinóm ios su av izan tes  de g rau  elevado , 
tornando dispendioso o procedim ento de suavização.
Um procedim ento a lte rn a t iv o  co n s is te  na assoc iação  do 
m étodo de mínimos quadrados à p rin c ipa l c a r a c t e r ís t ic a  do m étodo  
de elem entos fin ito s ; a técn ica  de d isc re t ização .
No m étodo de mínimos quadrados d isc re t iz ad o , a função  sua - 
v izan te  gCx,y) é  re p re se n ta d a  p o r uma função  seccionalm ente con­
tín u a  no domínio global. U t iliz a -s e , p ara  ta n to , funções de 
in te rp o lação  d e fin idas  no domínio de cada elem ento.
No caso  em que a f  unção a s e r  suavizada é um campo de 
te n sõ e s , a função  su av izan te  e lem entar é  dada p o r
<F> , <5.8>
onde CT^ e  F^  são , re sp ec t iv am en te , a te n são  suavizada e a função  
de in te rp o la ção  associadas ao nó i, com i=l,NNE .
O campo de te n sõ e s  a s e r  suavizado, que é descontínuo  nas 
in t e r fa c e s  dos e lem entos, é ob tido  p o r ex trap o lação  dos v a lo re s  
calculados nos pon tos de recu p eração  de ten são .
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crCÇ,y7,Ç> = tj. F  ^ = <cr®> <F> , C5.9>
onde <j^  e  F^  ^ são , re sp ec t iv am en te , a te n são  e a função de in t e r ­
polação associadas ao ponto de recu p eração  de ten são  i.
O e r r o  e n t re  os campos de ten sõe s  contínuo  e descontínuo  é  
dado p o r
eCÇ,rí,C> = ^CÇ,r7,C> -  g<Ç,r?,C> , <5-10>
e a suavização  do campo de ten sõe s  re d u z -s e  à m inlm ização do 
funcional agor-a em sua fo rm a  d isc re tizada :
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e^Cx,y,z> dx dy dz «
C5.11>
E©
e2CÇ,y7,C> l<ie^ J\ dÇ dy? dC
Das equaçSes C5.10> e C5.11> obt.ém -se, após algumas sim pli­
fic a ç õ e s  , a p a rce la  do funcional r e la t iv a  a apenas um elem ento.
g2cç,Yj,C> |det J| dÇ dv7 dC -
V©
C5.12>
gCÇ,y7,C> cr<Ç,77,C> IdetJ I dÇ dr? dC + C
onde C é  uma constan te .
O funcional acima pode s e r  e s c r it o  sob  a fo rm a  m atric ia l.




2 <F> <F><^  <CT> |detJ| dÇ dyj dC
V®
Efetuando as in te g ra ç õ e s  em <5.13>, c h e g a -se  à segu in te  
e x p re ssão  m atric ia l p a ra
C5.14>
Na equação Í5.14> a m atriz  ES®] é  denominada m atriz  de sua­
v ização  e <T®> é o v e t o r  de c o e fic ie n te s , com
[S® ] -
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<F> <F>'^ |det J| dÇ df) dC <5.15>
ye
<T®> <F> <F>^ <<T®>|detJ| dÇ dr> dC C5.16>
As ten sõe s  nodais são  calculadas a p a r t i r  da ex trem ização  
da exp re ssão  C5.14>, o b tid as  das condiçSes de ex trem o  de uma 
função de m últip las v a r iá v e is ,
dw/d~<y^  = 0 C5.17>
Das equaçoes C5.14) a <5.16> ch e ga -se  ao s istem a de 
equações lin ea re s ,
CS®] <CT®> = <T®> C5.18>
Tomada Isoladam ente, a equação C5.18> não possui qualquer 
s ign ificad o  f ís ic o . Como a suavização  deve s e r  f e i t a  em todo  o 
dom ínio da e s t ru tu ra ,  o funcional g loba l xf) é  que d e v e r ia  s e r  
extrem izado . De fa t o ,  é  o funcional g loba l que deve s e r  d e te rm i­
nado. Contudo, p o d e -se  ca lcu lá -lo , a  exemplo do que fo i  f e i t o  
com o p r -in c -íp io  d o s  tr -a b a lh o s  t jir 'tu a is ,  a t ra v é s  da soma dos fun ­
cionais de fin id os  no domínio de cada elem ento. As m a triz e s  g lo ­
bais re su lta n te s  de sua ex trem ização  poderão  s e r  o b tid as  su p e r­
pon do -se  as m a triz e s  e lem en tares  CS®3 e <T®> da equação C5.18), 
desde que s e ja  re sp e ita d a  a conectiv idade dos elem entos.
Da su p erp osição  das equações e lem en tare s  r e su lt a  o s istem a  
g loba l de equações lin ea re s
CS^l <CT> = <T> , C5.19>
cu ja  solução fo rn e c e  as te n sõ e s  nodais suavizadas.
As m atriz e s  do s istem a de equações C5.19) são  calculadas 
p o r in te g ra ç ã o  numérica.
Cada te rm o  da m atriz  de suavização  CS] é  o p rodu to  de duas 
funções de in te rp o la ção  do elem ento. Sua in te g ra ç ã o  ex a ta  é
obtida  com o mesmo número de pontos de Gauss u tilizados no 
cálculo da m atriz  de rig id ez .
A m atriz  de c o e fic ie n te s  <T>, cu jos te rm os são  p rodu tos de 
uma função de in te rpo lação  com um polinómio um grau  in fe r io r ,  é  
in teg rad a  de fo rm a exata  com quadratu ra  gaussiana em uma ordem  
In fe r io r  à u tilizada  no cálculo da m atriz  de suavização [S].
Na avaliação da quadratu ra  gaussiana, adm itiu -se  que os 
elem entos não seriam  d isto rc idos. Neste caso, a m atriz  Jacobiana  
s e rá  con stan te  em cada elem ento. Em malhas d is to rc id as , convém  
r e v e r  o esquema de in teg ração  utilizado  na cálculo do v e to r  <T>, 
de fo rm a a se o b te r  p rec isão  na in teg ração  numérica.
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6  R e s u lt a d o s .  C o m p a ra ç õ e s  e A n á l i s e s
6.1. In t ro d u ç ã o
Neste cap ítu lo , a p re se n ta -se  e d isc u te -se  o desempenho dos 
elem entos só lidos quando aplicados à análise e s tá t ic a  de placas  
iso tró p ic a s , o r to t ró p ic a s  e laminadas. Como os modelos de e le ­
m entos f in it o s  são  trid im ensionais, os re su ltad os  num éricos po­
dem s e r  comparados com os da t e o r ia  da elastic idade.
Os casos analisados consistem  em placas espessas  ou sem i- 
espessas. E sta  r e s t r iç ã o  é Justificada pelo elevado custo  compu­
tacional d e ste s  elem entos quando com parados a o u tro s , mais sim­
ples e e f ic ie n te s , desenvolvidos espec ificam ente  para  a análise  
de placas finas.
Como quaisquer o u tro s , e s te s  elem entos possuem  
ca í^acte rísticas  p ró p r ia s  que, dependendo das condições de uso, 
podem t r a d u z ir -s e  em vantagens ou desvantagens com parativam ente  
a outx-os elem entos. Algumas de suas c a r a c t e r ís t ic a s  Já podem s e r  
id en tificad as  duran te  a form ulação; o u tra s , e n t re ta n to , só s e rã o  
conhecidas após uma avaliação c r it e r io s a  do desempenho de cada 
um d este s  elem entos em d ife re n te s  aplicações.
Dada a in ex istên c ia  de in form ações d ispon íve is  s o b re  os 
elem entos f in it o s  p ro p o sto s , esco lh eu -se , na fa s e  de 
qualificação , um con junto de casos Julgados n ecessá rio s  à d e t e r ­
minação de suas c a r a c t e r ís t ic a s  básicas.
In ic ia -s e  a análise  com ap licações em placas iso tró p ic a s  
engastadas e sim plesm ente apoiadas, ap re sen tan d o -se  cu rvas de 
convergência  para  ten sõe s  e deslocam entos. Em seguida, f a z - s e  
uma abordagem  sem elhante em placas o r to t ró p ic a s  sim plesm ente su -
p ortad as , sendo analisados modelos com d iv e rso s  v a lo re s  para  a/h  
e E„/E„. Conclu i-se  o cap ítu lo  com a análise  de p lacas s im e t r i -X y
cam ente laminadas e sim plesm ente suportadas.
Na ap resen tação  dos re su ltad os  r e c o r r e -s e  com frequ ên c ia  à 
exp ressão  r-&fino dle malha, que deve s e r  entendido como aumento 
no número de nós do domínio d lsc re tizad o . Cabe r e s s a lt a r  que em 
todos os casos analisados u t iliz o u -se  um re f in o  un iform e da 
malha.
Algumas das c a r a c t e r ís t ic a s  de cada elem ento e a legenda  
utilizada  na ap resen tação  dos re su ltad os  encon tram -se  na tabela  
6.1 .
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T a b e l a  ó.l Legenda e c a r a c t e r í s t i c a s  b á s ic a s  dos e lem en to s
E 1 em ento Legenda FunçSes de In t e rp o la ç ã o N- de  Nós
S L -  18 GK>©
l in e a r e s  na e sp e s su ra  
q u a d rá t ic a s  no p lan o 18
S L -3 2
l in e a r e s  na e sp e s su ra  
c ú b ic a s  no p lan o 32
S L -2 7 q u a d rá t ic a s  na e sp e s su ra  q u a d rá t ic a s  no p lan o
27
S L -4 8 q u a d rá t ic a s  na e sp e s su ra  c ú b ic a s  no p lan o 48
S L -3 6 B-B-Q
c ú b ic a s  na e sp e s su ra  
q u a d rá t ic a s  no p lan o 36
S L -6 4 c ú b ic a s  na e sp e s su ra  c ú b ic a s  no p lan o 64
6.2. P laca  Iso tr-ó p ica
In icia lm ente, s e rá  avaliado o com portam ento dos elem entos  
quando aplicados à análise de placas Iso tró p ic a s  quadradas sob  
carregam en to  uniform em ente d is tribu ído . Os re su ltad os  num éricos 
são en tão  com parados com a solução an a lít ic a  da e lastic idade  
apresen tada  por S rin ivas  & Rao C1973>. A geom etria  e o c a r re g a ­
mento dos casos analisados são  ap resen tados na f i g u r a  6 .1 .
Como a e s t ru tu ra  ap re sen ta  dois planos v e r t ic a is  de sim e­
t r i a  para  a geom etria , carregam en to  e condiçoes de con torn o , 
apenas um quarto  da placa é  analisado.
Na f i g u r a  6.2 são  ap resen tad as  as condições de con torn o  e a 
geom etria  do domínio d isc re tizad o . As malhas u tilizadas são  r e ­
gu lares: não há d is to rç ão  nos e lem entos, que são  iguais e n t re  
si.
Na aná lise  de placas iso tró p ic a s , p a r t e -s e  de p lacas sim­
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F i g u r a  6.1 Placa is o t ró p ic a  quadrada: g e o m e tr ia  e c a rreg am en to ;  
L> = 0,30
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p la c a  s im p le sm en te  apo iada p la c a  en gastad a
F ig u ra  6 .2 .  P la c a  la o t r ó p ic a  :dom ín io  d iacr-ô t izado  & con d lçõea  d «  
c o n t o r n o .
6 . & . Z .  Placa  I s o t r ó p i c a  Simpl&sm&nt& Apaiada
Nos casos analisados, os re su ltad os  para  o deslocam ento  
t i 'a n sv e rsa l w e para  a ten são  cr^  são  ap resen tad os  sob a fo rm a de 
curvas de convergência.
Em cada uma das f ig u ra s  que seguem, o número de nós no 
plano x -y  é con stan te , variando apenas o número de nós na e sp e s ­
su ra  do domínio. O btem -se , com isso , cu rvas para  o e r r o  p e rcen ­
tual da solução num érica re la t ivam en te  à solução ana lítica .
A fi^ur-a  6.3 m ostra  que, para  uma malha g ro s s e ir a  no plano 
x-y , o e r r o  no cálculo do deslocam ento tra n sv e rsa l w decresce  à 
medida que crescem  os graus dos polinómios de inter^polação u t i­
lizados.
Com o aumento do número de nós no plano, e s ta  ob servação  
som ente continua válida quando se  aumenta a ordem das função de 
in te i'po lação  na e sp essu ra  do elem ento. P o rtan to , para  um dado 
número de nós na e sp essu ra  do elem ento, os re su ltad os  obtidos  
com polinómios quadrái^icos ou cúbicos no plano tendem a ig u a la r -  
se em malhas su fic ien tem en te  re fin ad as  no plano.
A fi^ur-a  6.4 nos m ostra  que, com o aumento da re lação  a/h, 
c re sce  o e r r o  percen tu a l em w. O fenôm eno de travam en to  por  
cisalham ento pode e s t a r  ocorrendo  n este  caso; com a 
superestim ação  das ten sões  c isa lhantes t ra n sv e rs a is , a e s t ru tu ra  
ap re sen ta  deslocam entos t ra n sv e rsa is  in f  e r io r e s  aos va lo re s  
esperados. E ste  fenôm eno poderá  s e r  avaliado com profundidade em 
traba lh o s  que se  proponham a ana lisar esp ec ific id ad es  dos e le ­
mentos só lidos p ropostos .
As curvas de conv^ergêncla para  a ten são  cj^  são  ap resen tadas  
na fif^ura  6.5. N este  caso, o r e f in o  na e sp essu ra  do modelo é uma 
condição n ecessá ria  para  a convergência  dos resu ltados. P ode -se  
obse i'v a r, ainda, que os elem entos com funções de in te rpo lação  
cúbicas no plano são  pouco sen s ív e is  ao r e f in o  da modelo no 
plano x -y , ap resen tan do  bons re su ltad os  com malhas razoavelm ente  
g ro s s e ir a s  naquele plano. Os e lem entos com funções quadráticas  
no plano x -y  exigem , e n t re ta n to , um m aior re f in o  da malha n este  
plano.
Com o aumento da re lação  a/h, o r e f in o  na e sp essu ra  da 
placa já  não é uma condição im presc ind íve l à obten ção  de bons 
re su ltad os  para  a ten são  P ode -se  c o n s ta ta r , da f ig u r a  6 .6 ,
55
que 03 re su ltad os  permanecem p raticam ente  in a lte rados  com o 
re f in o  na e sp essu ra , exceção f e i t a  aos e lem entos lin ea re s  na e s ­
pessu ra , para  os quais e s te  r e f in o  implica numa diminuição s ig ­
n ific a t iv a  do e r ro .
Todos e s te s  re su ltad os  m ostram  que são  inúm eras as 
v a r iáve is  envolvidas nos casos analisados. I s t o  su ge re  a 
im portância de se  reunu ir, numa s ín te s e , as in form ações a n te r io ­
re s .
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S ínt&s& d o s  R&sijltados
Em placas Iso tró p ic a s  espessas  sim plesm ente apoiadas, os 
re su ltad os  para  w e cr^  convergem  para  a solução exa ta  à medida 
que o domínio é re fin ad o  tan to  no plano quanto na espessu ra . As 
curvas de convergên cia , contudo, apresen tam  c a r a c t e r ís t ic a s  que 
dependem da ordem das funções de in te rpo lação  do elem ento bem 
como da v a r iá v e l analisada.
Das curvas de convergên cia  para  o deslocam ento t ra n sv e rsa l  
w ( f i g u r a s  6.3 e 6.4), o b s e rv a -s e  que quanto m aior a ordem  das 
funções de in te rpo lação , menor o re f in o  n ecessá rio  à 
convergên cia  dos re su ltad os , ou se ja , menor a sensib ilidade do 
elem ento ao re fin o . Assim, os elem entos cúbicos na e sp essu ra  são  
praticam en te  in se n s ív e is  ao re f in o  na e sp essu ra  da placa. Analo­
gam ente, os e lem entos com polinómios cúbicos no plano apresen tam  
pequena sensib ilidade ao r e f in o  do domínio no plano x-y.
Com o aumento da re lação  a/h há uma redução na in tensidade  
das ten sõe s  c isa lhan tes  t ra n sv e rsa is . E n tre ta n to , os modelos de 
deslocam entos gera lm ente  superavaliam  e s te s  va lo res . E ste  
fenôm eno, denominado "lock ing" ou travam ento  por cisalham ento, 
pode s e r  a exp licação p ara  a excess iva  r ig id e z  t ra n sv e rsa l  
dem onstrada pelos re su ltados  da f i^ur-a  6.4 quando com parados aos 
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Modelo: 7<7 nos no plono x -y
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o /h  =- 5
Numero de nos na espessura
Fié:tjtro 6.3 C o n ve rgê n c ia  p a r a  w C a/2 ,a/2 ,0>  numa p la c a  i s o t r ó p ic a  
quadrada  s im p le sm e n te  apo iada  sob carregam en to  d i s ­
t r ib u íd o  u n i fo r m e ;  a/h  = 5.
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13
Fié^ura 6.4 C on ve rgênc ia  p a r a  w C a/2 ,a/2 ,0 )  numa p l a c a  I s o t r ó p i c a
quadrada  s im p le s m e n t e  apo iada  sob car regam ento  d i s ­
t r i b u í d o  u n i f o r m e ;  a/h = 20.
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6 .0 0  - T ---------
Modelo: 7x7 nos no plano x-y 
V = 0.30 
a /h  -  5
T  „  ,3
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Numero de nos na espessura
F igu ra  ó.ü C on ve rgên c ia  pai'a  c r Ca/2 , a / 2 , h/2 ) numa p la c a  is o t ,r ó -  
p ic a  quadrada  s im p le sm e n te  ap o iada  s o b  carregam en to  
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Moddo: 1-3x13 nos no plono x - /  
V -  0.30 
o /h  -  20
“TII 13
Numero de nos na espessura
F i g u r a  6.6 C on vergênc ia  p a ra  o (  a/2  , a/2 , h/2 )  numa p la c a  i s o t r ó ­
p i c a  quadrada  s im p le s m e n t e  apo iada  s o b  ca r regam ento
d i s t r i b u í d o  u n i f o r m e ;  a/h = 20 .
Os resu ltad os  para  a ten são  cr^  ap resen tad os  nas fxgur-as  6.5 
e 6.6 m ostram  que os elem entos com f  unções de in te rp o lação  
cübicas no plano são  p raticam ente  in sen s ív e is  ao r e f in o  no p la­
no, fo rn ecen do  e r r o s  pequenos mesmo para  malhas g ro s s e ir a s  no 
plano da placa. Os elem entos quadráticos no plano, por o u tro  
lado, são  extrem am ente sen s ív e is  ao re f in o  no plano da placa, 
que é uma condição n ecessá ria  de convergência  para  para  a 
solução exata.
Na tabe la  6.2 são  ap resen tad os  os e r r o s  p ercen tu a is  para  a 
placa com a/h=5 . O e r r o  percen tu a l é defin ido  como:
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Er-ro percen tu a l = 100
so lu ção  numérica
solução da e la s t ic id a d e
Tatrtíla 6 .2 . P laca  i s o t r ó p i c a  s im p lesm en te  a p o ia d a : e r r o s  p e rc e n ­
tu a is  em w C a / 2 ,a / 2 ,0 ) e (a / 2  ,a/2  ,h / 2 ) . M odelos com 
13x13x7 nós nas d ir e ç õ e s  x - y - z ;  a / h = 5 .
r" ....... .............
L e g e  nda o e - o B-f3-€3 m-m-m
E r  r  o
p e r c e n tu a l
em
w -€ ,919 -0 ,8 8 3 -0 ,0 9 2 -0 ,0 5 5 -0 ,0 5 1 -0 ,0 1 5
2,729 2,079 -0 ,1 5 2 -0 ,7 9 2 0 , 154 -0 ,4 7 8
6 .2 .2 . P laca  I s o t r ó p i c a  Engastada
As cu rvas de convergência  para  o deslocam ento t r a n s v e r s a l  w 
em placas engastadas Cfi^ura  6.7> são  sem elhantes às o b tidas  
para p lacas sim plesm ente apoiadas C f i g u r a  6.3). O b se rv a -se ,  
e n t re ta n to , um aumento dos e r ro s . I s t o  m ostra  a necessidade de 
maior re f in o  do modelo no plano x -y  ao se  aum entar as i-e s tr iç õ e s  
a deslocam entos no con torno  da placa.
As cur-vas de convergên cia  para  a tônsão  são  ap resen tad as
na f i g u r a  6 .8 , m ostrando a in fluência do r e f in o  no plano x-y. 
Embora não se tenha a solução an a lít ic a  para  com paração , é 














Numéro de nos na espessura




^  0.00 
E
"Ô





Lü -8 .0 0
solucao axata
Modalo: 13x1 Cl nos txi i>lono x -y  
V -  0.30 
o /h  =  5
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Numero de nos na espessura
Figur a 6 .V C o n v e rg ê n c ia  p a ra  w <a/2 ,a/2 , 0> numa p laça  is o t r ó p ic a  
q u ad ra d a  en gastada  sob ca rre g am en to  d is t r ib u íd o  u n i-  
f  orm e ; a/h  *  5.
Mexido; 7:<7 nos no plano .■<-y 
V = 0.30 
a/h •• 5
3,eO ------- r - - T -----r---- T-----f----- r----- '-----1----- '---- T  r-
I 3 5- 7 9 n  '3
Numero de nos na espessura
Figu t -a  6.8 C on ve rgê n c ia  p a ra  CTjjCa/2 , a/2 ,0 > numa placa I s o t r ó p i ­
ca quad rada  engastada  sob  c a r r e g a m e n to  d i s t r i b u í d o
u n i f o r m e ;  a/h = 5.
Mesmo os element-os com f  unções de in te rp o lação  cúbicas no plano 
exigem , como condição de convergência , o r e f in o  da malha no 
plano da placa.
E stes  re su ltad os  confirm am  um fa t o  conhecido: o aumento na 
complexidade de uma solução ao se aum entar as r e s t r iç õ e s  à de­
form ação da e s tru tu ra . Foi o que o co rreu , n este  caso, ao se  
em pregar condições de con torno  mais r ig o ro sa s . Em consequência, 
to rn o u -se  n ecessá rio  um m aior re f in o  da malha.
Na ta b e la  6.3 são  ap resen tados os e r r o s  p ercen tu a is  para  a 
placa com a/h = 5 .
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Tab&la  6 .3 . P la c a  i s o t r ó p ic a  e n g a s ta d a : e r r o s  p e rc e n tu a is  em 
w C a/2 ,a/2 ,0 >  e Ca/2 , a/2 , 0 )  . M odelos com 13x13x7 
nós nas d ir e ç õ e s  x - y - z ;  a/h=»5.
Le g e nda Jr-A-A M - S
E r r o  
pei^cen tu a l  
em
vv -1 ,8 5 4  
3,991
-1 ,7 1 5
3,994
-0  ,864  
3 ,865
-0  .711 
3 ,818
-0 ,7 2 4
3,890
-0 ,5 6 3  
3 ,846
6.3. P laca  O r t o t r ó p ic a
S erá  avaliado, ago ra , o desempenho dos modelos de elem entos  
f in ito s  quando aplicados à análise de placas o r to t ró p lc a s  qua­
dradas sim plesm ente suportadas e sob carregam en to  uniform em ente  
d istr ibu ído . Placas com d ive rso s  v a lo res  para  a/h e Ex/Ey são  
analisadas e os re su ltad os  com parados com d ive rsa s  so luções ana­
l ít ic a s  fo rn ec id as  por ly en gar & Pandya C1983>. A geom etria  e o 





F igu ra  6.9 P laca  o r t o t ró p ic a  quadrada: g e o m e tr ia  e carregam en to  
E3=E2 ; 6 2 3 =0 , 5  E ; ^2 ;
A ex istên c ia  de dois planos v e r t ic a is  de s im etria  para a 
geom etria , ca rregam en to , p rop riedades e lá s t ic a s  e condições e 
contorno  p erm ite  a modelagem de apenas um quarto  da placa. O 
domínio d isc re t iz ad o  é ap resen tado  na f i^u i -a  6.10 Juntam ente com 
as condições de contorno.
Os re su ltad os , ap resen tados sob a fo rm a de curvas de con­
vergên c ia , fornecem  o e r r o  percen tua l da solução num érica re la ­





p la c a  s im p le sm e n te  suportada  
Fi^:tira 6.10 Dom ínio d i s c r e t i z a d o  e con d ições  de contorno.
Nas f i^ u n a s  6.11 a 6.13 o número de nós na e sp essu ra  da 
placa é mantido con stan te , variando apenas o número de nós em
nas f i g u r a s  6 .11 C a> , 6 . 12Ca> e 6.13Ca> as placas modeladas 
com elem entos cúbicos na esp essu ra  possuem 4 e não 5 nós na e s ­
pessura.
seu plano.
As cu rvas de todos os elem entos apresen tam  uma 
c a r a c t e r ís t ic a  m arcante: os e r r o s  para  o deslocam ento t r a n s v e r ­
sal w permanecem in a lte rado s  ao re fin a rm o s  a malha no plano x-y. 
M elhores re su ltad os  são  ob tidos , contudo, com o re f in o  da malha 
na e sp essu ra  da placa, o que indica a necessidade de uma melhor 
d escrição  das deform ações ao longo da esp essu ra  de uma placa  
o rto t ró p ic a .
As curvas para  elem entos GÇfuit^al&nt&sr na &sperssur-a são  p ra ­
ticam ente coincidentes. Os g rá f ic o s  m ostram , ainda, que para  um 
dado número de nós na espiessura da placa, os re su ltad os  se rã o  
l.anto m elhores quanto mais elevada fo r  a ordem dos polinómios de 
int.erpoiação u tilizados na esp essu ra  do elem ento. Por ou tro  
lado, quanto menor fo i- a ordem das funções de in te rpo lação  na 
esp essu ra  do elem ento, m aior é  a sensib ilidade d este  elem ento ao 
re fin o  na e sp essu ra  da placa. V e r i f ic a -s e , ainda, que os erx-os 
crescem  com o aumento da re lação  Ej^/Ey
Em s ín te s e , os re su ltados  mostram  que a análise  de placas  
o rto t ró p ic a s  esp essa s  depende, fundam entalm ente, de um boa  
re p re se n ta ç ã o  dos deslocam entos ao longo da espessu ra , ou s e ja ,  
de uma boa descrição  da d is to rç ão  de um filam ento  Inicialm ente  
normal à su p e r f íc ie  média da placa.
C onstatada a necessidade de modelagem da normal d is to rc id a ,  
curvas de convergên cia  fo ram  con stru ídas  visando id e n t if ic a r  a 
in fluência  do r e f in o  na espessura .. Placas com d iv e rso s  v a lo res  
para  a/h e E^^/Ey fo ram  modeladas com dois dos e lem entos que se  
m ostraram  mais p rom issores. Os re su ltad os  são  ap resen tados  nas 
f i é t i r a s  6.14 a 6.16, seiido com parados com os de o u tra s  te o r ia s .
As curvas de convergência  m ostram  que o elem ento cúbico na 
esp essu ra  é in sen s ív e l ao r e f in o  da placa na esp essu ra , ao passo  
que o elem ento quadrático  na esp essu ra  con verge  rapidam ente para  
a solução do elem ento cúbico. Para v a lo res  baixos de h/a e 
E^/E^,, a solução numérico é su p e rio r  às obtidas  pelas te o r ia s  de 
R eissn er e Ambar tsumyan. Com o aumento daquelas re lações  , os 
e r r o s  crescem , to rn an d o -se  su p e r io re s  aos fo rn ec id o s  pelas  
soluções an a líticas .
A degradação  dos re su ltad os  num éricos com o aumento das 
re lações  h/a e E^^/Ey é uma consequência da c re sc e n te  com plexi­
dade da solução exata  associada ao aumento da esp essu ra  e da
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an iso tro p ia  da placa.
Modelos com re f in o  localizado na e sp essu ra  fo ram  também  
analisados p ara  d ife re n te s  v a lo res  de a/h e E^/Ey. Em todos os 
casos, os e r r o s  percen tu a is  fo ram  in fe r io r e s  aos ob tid o s  com 
re fin o  un if orm e na esp essu ra , aos f  o rnecidos pela T eo ria  de 
R eissn er e em jnuitos casos aos da t e o r ia  de Ambartsumyan. E stes  
re su ltad os  m ostram  a necessidade de r e f in o  da malha em c e r ta s  
re g iõ e s  na esp essu ra  do modelo.
Os casos analisados revelam , contudo, que as re g iõ e s  que 
exigem  m aior r e f in o  são  b a sta n te  pequenas e suas posições depen­
dem dos va lo res  de a/h e Ej^/E^. O re f in o  manual m ostrou -se  
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Fifrura  Ó.11 C o n ve rgê n c ia  p a ra  w Ca/2 , a/2  ,0 > nurna p la ç a  o r t o t rô *  
p ic a  quadrada s i  nip 1 esnient-e s u p o r ta d a  sob cari^ega- 
rnento d i s t r ib u íd o  u n ifo rm e ; E„/E = 3 .
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Mod«lo: 5 nos no espessuro
Ex/Ey 
a /h  =
40
l ' l  1’3 15 17 19 21
Num. de nos no eixo x ou y 
F i g u r a  6 .13
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Modelo: 7 noa na espessura
5 i V ^  13 ' lS  17 19 21
Num. de nos no eixo x ou y 
C on v e rgê n c ia  p a ra  w C a/2 , a/2 ,0> numa p la c a  o r t o t r ó -  
p ic a  quadrada s im p le sm e n te  su p o r ta d a  sob c a r r e g a ­
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■ Elemento S L-48  
I Elemento S L-64
-------- Teorio de Reissner
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Modelo: 7x7 noa no plono x - y
1 F ’~ Í ' )  13 ' 15^ ’~n’ ’ i '^^21
Numero de nos na espessura 
Cc> E^/Ey =« 40
F i g u r a  6.14 C on ve rgê n c ia  p a ra  w<!a/2, a / 2 ,0 )  numa p la c a  ort -otró-
p i c a  quadrada s im p le s m e n te  s u p o r ta d a  sob c a r r e g a ­
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Numero de nos na espessura
Cc) E ^ /E y  = 40
F i g u r a  6.15 C on ve rgê n c ia  p a ra  w C a / 2 , a / 2 ,0 )  numa p la c a  o r t o t r ó ­
p i c a  quadi^ada s im p le s m e n te  su p o r ta d a  sob c a r r e g a ­
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Modelo: 7x7 nos no plano x -y  
Ex/Ey = 10 
a /h  -  2,5
15 i'7 19 21
Numero de nos no espessura 
10Cb> E^/Ey =




— — Teorio da Elasticidade
Numero de nos na espessura 
C c >  E ^ / E y  =  4 0
Fí^uí-õf 6.16 C o n ve rgê n c ia  pax-a w<!a/ 2  , a / 2 ,0 > numa p la c a  ox-tot-x-6 - 
p ic a  quadrada s im p le sm e n te  supo i-tada sob c a r r e g a ­
mento d i s t r ib u íd o  u n i fo r m e ;  a/h = 2 ,5  .
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6.4. P laca  Lam inada
C onclu i-se a avaliação dos element-os só lidos com a análise  
de uma placa sim etricam ente laminada sob carregam en to  
d is tr ibu íd o  senoidal. Os re su ltad os  para  ten sões  e deslocam entos  
são com parados com a solução an a lít ic a  da e lastic idade  fo rn ec id a  
por Pagano & H atfie ld  C1972).
A geom etria  e o carregam ento  são  ap resen tados na f igur-a  
6.17, enquanto o domínio d lsc re tizad o  e as re sp e c t iv a s  condições  
de con torn o  são  ap resen tados  na f i g u r a  6.18. Como o problem a  
possui dois planos v e r t ic a is  de s im etria  para a geom etria , c a r ­
regam ento e condições e contorno , apenas um quarto  da placa fo i  
modelado.
X







Figut^a 6.17 P laca  la m in a d a  quadrada < 0 °/ 9 0 °,/ 9 0 °/ 0 °); g e o m e t r ia
e c a r re g a m e n to . E =25 MPa; E =1 MPa; G









p la c a  s im p le sm en te  suportada
F igu ra  Ó.18 Dojnínio d lsc re t izad o  e condições de contorno.
Na f i g u r a  ú.i9 são  ap resen tadas as curvas de convergên cia  
para  o deslocam ento t r a n sv e rsa l w numa placa sem i-espessa  Ca/h "  
10 ).
Os re su ltad os  m ostram  que os elem entos cúbicos no plano são  
praticam ente  in sen s íve is  ao re f in o  da malha no plano x-y. Para  
e s te  t ip o  de re f in o , os elem entos quadráticos no plano ap re sen ­
tam uma pequena queda nos e r ro s ,  suas curvas de convergên cia  
to rn an d o -se  p raticam ente  idên ticas às de seus elem entos  
e^quival&nt&s na & sp& ssura .
Os re su ltad os  m ostram , ainda, que quanto menor f o r  a ordem  
das funções de in te rpo lação  na esp essu ra  do elem ento, m aior é  a 
sensib ilidade d e ste  elem ento ao re f in o  na esp essu ra  da placa; os 
elem entos lin ea re s  na esp essu ra  apresen tam  as m aiores taxas de 
convergência , enquanto os elem entos cúbicos na esp essu ra  são  
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Modelo: 13x13  nos n o  p lono  x -y  
Lam inacoo  0 / 9 0 / 9 0 / 0  
a / h  =  10
- r  r
Numero de nos na espessura
F igu ra  6.19 C o n v e rg ê n c ia  p a ra  w C a / 2 , a / 2 , 0 )  numa p la c a  quadrada  
lam in ada  <0‘^ /9 0 ® /9 0 ® /0 °), sim plesm ente su po rtada  e 
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Modelo: 7x7  nos no p lono  x - y  
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Modelo: 13x13 nos no plano x -y  
Lominacoo: 0 /9 0 /9 0 /0  
o /h  =  4
, “  T I , , , I I-------- 1
7 9 11 13 15 17
Numero de nos na espessura
F i g u r a  6.20 C on v e rg ê n c ia  p a ra  wC a/2 ,a/2 ,0>  numa p laca  quadrada
lam inada  C0‘^ /90®/90‘^ / 0 °> , s implesmente suportada  e
sob  c a r regam en to  s e n o i d a l ;  a / h = 4
Os result-ados para  o deslocament-o t ra n sv e rsa l w em uma 
placa e sp essa  (a/h  = 4 ) são  ap resen tados na f i g u r a  6.19.
Os e r r o s  ci'escem  com o aumento da esp essu ra  da placa. As 
curvas de convergên cia  de elem entos e q u i v a l e n t e s  na e s p e s s u r a  
to rn am -se  co incidentes, m ostrando -se , ainda, in se n s ív e is  ao 
re fin o  da malha no plano x-y.
E stas curvas m ostram  que a convergência  para  a solução  
exata  p raticam ente  independe da ordem das funçSes de 
intei^polação no plano do elem ento e do re f in o  da malha no plano 
x-y.
Por o u tro  lado, pode -se  c o n s ta ta r  uina grande in fluência da 
<jh da:s funções de interf>olação n..« e spessu ra  e do re t ino da
malha na e sp essu ra  da placa. Assim, o resu ltado  depende, funda­
m entalm ente, de uma boa d escrição  dos deslocam entos ao longo da 
espessu ra  da placa, ou s e ja , da d is to rç ão  da normal.
Nas f i g u r a s  6.21 a 6.26 são  ap resen tad as  as curvas de con- 
vergên c ia  para os com ponentes de ten são  <7,^ , e
A convergên cia  não m onotônica para  as ten sões  d e v e -se  ao 
tipo  de form ulação empregada. Como os elem entos são  desenvo lv i­
dos a p a r t ir  do método de deslocam entos (p r in c íp io  da en e rg ia  
potenc ia l t o t a l ) ,  nada se pode g a ra n t ir  quanto ao padrão de con­
vergên c ia  das ten sões, que são  obtidas  por derivação  do campo de 
deslocam entos.
A d espe ito  da im prev lsib ilidade do padrão de convergên cia  
para as ten sões, as f i g u r a s  6.21 a 6.26 apresentam  vá r ia s  ca rac ­
t e r ís t ic a s  em comum.
Com o re f in o  da malha na esp>essura da placa, os elem entos  
e<juit>al&ntes na plana  convergem  para  v a lo res  próximos. Como os 
elem entos cúbicos na esp essu ra  m ostram -se  in sen s íve is  ao r e f in o  
da malha na e sp essu ra  da placa, os co rresp on den tes  elem entos  
e q u i v a l e n t e s  na plana  convergem  para  sua solução.
Com o re f in o  da malha no plano x -y  p od e -se  v e r i f ic a r  que os 
re su ltad os  dos elem entos cúbicos no plano permanecem praticam en ­
te  in a lte rad o s , m ostrando -se , p o rtan to , in sen s ív e is  a e s t e  t ipo  
de re f in o  na malha. Os elem ento quadrátlcos no plano, e n t re ta n ­
to , ap resen tam  resu ltad os  s ign ifica tivam en te  m elhores com o r e ­
fin o  no plano x -y ; com o aumento do re f in o  e s p e ra -s e  que as cu r­
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F igu ra  6.21 C o n v e rg ê n c ia  pai-a <a/2 ,a/2  ,h/2> em uma p la c a  qua­
d rada  lam inada , 90*  ^, 90^ , 0 '-’ )  , s im p le sm e n te  su p o r­
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M odelo: 13x13  nos no p k in o  x - y  
Lam in a co o : 0 / 9 0 / 9 0 / 0  
a / h  =  4
solucoo exoto
í  5~ 11 13 15 17
Numero de nos na espessura
F i ^ u t - a  6.22 C on v e rg ê n c ia  pa ra  Ca/2 ,a/2 ,h/2> em uma p la c a  qua­
drada  laminada CO*^  , 90*  ^, 90*  ^, 0*^  > , s im p le sm e n te  supor ­
tada  e s o b  car regam ento  s e n o i d a l ;  a / h  = 4
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Modelo: 13x13 nos no plono x- y 
Lominacao 0 /9 0 /9 0 /0  
o /h  “  10
T T —t— 1 1 13 —1~  15 17
Numero de nos na espessura
Figu ) -a  6.25 C o n v e rg ê n c ia  p a ra   ^CO ,a / 2 , 0 > numa placa quadrada  
lam in ada  CO*^  , 90*  ^,90® , 0*^ > , sim plesm ente suportada  e 
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F i g  u r a  6.26 C o n v e rg ê n c ia  p a ra  T^2 <0 ,a / 2 , 0 )  numa placa quadrada  
lam in ada  CO® ,90*^ ,90° , 0*^ > , sim plesm ente suportada  e 
so b  carregam en to  sen o id a l ; a/h  = 4
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Os err-os crescem  com o aumento da esp essu ra  da placa, 
exceção 1'eit.a às curvas de convergência  para  a ten são  que
permanecem p raticam ente  ina lteradas. As demais c a r a c t e r ís t ic a s  
qu a lita tivas  de convergên cia  são  mantidas. As taxas de 
convergência  mais elevadas indicam a necessidade de m aior r e f in o  
na e sp essu ra  de placa espessas, ocasião  em que é  consideráve l o 
e fe it o  do cisalham ento tran sv e rsa l.
Em s ín te s e , os re su ltad os  para as ten sões  indicam a neces­
sidade de uma boa modelagem dos deslocam entos tan to  no plano 
quanto na espessu ra  da placa sim etricam ente laminada. Os 
elem entos <::úbicos no plano m ostram -se os mais e f ic ie n te s , sendo 
cap. -^.<;e3 cie fo rn e c e r  bons re su ltados  com malhas gr-osseir-as no 
plano, desde que su fic ien tem en te  re fin ad as  na espessu ra . D en tre  
todos os elem entos, o modelo SL-64 d is t in gu e -se  por a p re se n ta r  
re su ltad os  p raticam ente  in sen s íve is  a re f in o s  no plano ou na 
espessu ra  da placa.
Na tabe la  6.4 são  ap resen tados os e r r o s  percen tu a is  para  
deslocam ento e ten sões  na placa laminada 0/90/90/0 .
Tatf&la 6 .4 . P la c a  lam in ad a  0/90/90/0: e r r o s  p e rc e n tu a is  em
w C a/2,a/2  , 0 )  , Ca/2 , a/2 , h/2 > <0 ,a / 2 ,0  > .
M odelos com l3x l3x7  nós nas d ir e ç õ e s  x - y - z ;  a/h=5 .
L egen d a B -o -e
E r  r  o 
p e rc e n tu a l  
em
w -O ,754 -0 ,7 5 2 -0 ,2 2 6 -0 ,2 2 4 -0 ,0 0 3 - 0 ,0 0 1
-0 ,2 6 9 -1 ,3 1 1 -5 ,6 7 7 -6 ,6 8 4 -0 ,8 0 7 -1 ,8 5 8
V -0 ,3 2 1 -1  ,419 -2 ,8 9 2 -3 ,9 5 9 0,297 -0 ,8 0 6
0,481 -0  ,619 0,870 -0 ,2 3 4 1 ,232 0 ,135
Uma o u tra  abordagem  para  o cálculo das ten sõe s  c isa lhan tes  
t ra n sv e rsa is  fo i  ap resen tad a  na seção  5.3 e co n s is t ia  na in te ­
g ração  das equações d if  e ren c la is  de equ ilíb rio . Os re su ltad os  
obtidos com e s ta  abordagem  são  ap resen tad os  nas f i g u r a s  6.27 e 
6.28.
Todos os elem entos m ostram -se  paraticam ente  in d ife re n te s  ao 
re fin o  na e sp essu ra  da placa.
Com o re f in o  da malha no plano x -y , os elem entos  
quadráticos no plano têm seus re su ltad os  m elhorados, ao passo  
que os elem entos cúbicos no plano têm seus re su ltados  degrada­
dos.
Com o aumento da esp essu ra  da placa <a/h »  4>, o padrão  de 
convergên cia  é mantido mas os e r r o s  to rn am -se  m aiores.
Os re su ltad os  m ostram  uma c e r t a  im prev isib ilidade do método  
de cálculo de ten sõe s  a t ra v é s  das in teg ração  das equações d ife ­
ren c ia is  de eq u ilíb r io  A fin a l, como exp licar a degradação  de 
alguns re su ltados  ao re fin a rm o s  a malha?
Uma das p o ss ív e is  exp licações e s tá  no fa t o  do procedim ento  
de in teg ração  das equações d ife ren c ia is  de eq u ilíb r io  en vo lver  
derivadas do campo de ten sões  e, em consequência, derivadas de 
segunda ordem  do campo de deslocam entos.
Como os elem entos f in it o s  fo ram  form ulados a p a r t i r  do 
modelo de deslocam entos, p od e -se  g a ra n t ir  que se  as condições de 
convergên cia  fo rem  s a t is fe it a s ,  os deslocam entos convergem  para  
a solução exa ta  ao re fin a rm o s  a malha. Nada se  pode a firm a r ,  
contudo, ace rca  do padrão de convergên cia  de funções que depen­
dem de derivadas de segunda ordem  d este s  deslocam entos.
É p rováve l que, com um re f in o  de malha su fic ien tem en te  
grande, e s te s  re su ltados  convirjam  para  a solução exata. No 
en tan to , para  malhas apenas razoavelm ente re fin ad as , os re su l­
tados ob tidos  a t ra v é s  das re lações  c o n st itu t iv a s  são  su p e r io re s ,  
com a vantagem  adicional de re q u e re r  menor tempo de processam en­
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Fi ^  u>-ci 6.28 C o n v e rg ê n c ia  para  <!0 , a/2 ,0> . R esu ltado  da In t e ­
g r a ç ã o  da equação d i f e r e n c ia l  de e q u i l í b r i o ;  a/h=s4.
Como se  pode depreen der dos problem as analisados, os e le ­
m entos só lidos fornecem  exce len te  concordância com os re su ltados  
da te o r ia  da elastic idade. Em ap licaçães c r ít ic a s ,  contudo, bem 
como em laminados com um grande número de lâminas, s e rá  
n ecessá rio  o re f in o  da malha ao longo da e sp essu ra  da placa. 
Consequentem ente, a quantidade de graus de liberdade de um mode­
lo poderá s e r  tã o  grande que in v iab iliza rá  a solução. Convém, 
p o rtan to , de lim itar o campo de aplicação d e ste s  elem entos. Para  
tan to , é ap resen tada  na tabe la  6.5 uma com paração e n t re  o e le -  
nient.o sólido SL-64. o i:jual apresenf-oii r> nie-lhor desem penlio, e o 
elem ento misto de 9 nós p ropo sto  por NOE'L (1991), o qual é indi­
cado para  a análise  de placas e cascas sem i-espessas.
Tab&la 6 . 5 .  P l a c a  l am in a da  0/9 0/9 0/0  s i m p l e s m e n t e  a p o i a d a  sob  
c a rre g a m e n to  s e n o i d a l ; co m p aração  e n t re  o e lem en to  
s ó l i d o  S L - 6 4  e um e l e m e n t o  s e m i - e s p e s s o .
E r r o  p e rc e n tu a l <%)
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6.5. Comparação entre o elemento SL-64 e um elemento misto
L/h E lem ento Ma 1 h a ( x - y - z )  w TX y ■í-xz ^ y z
4 S L - 6 4 4 x4x3 0 , 0 3 0 - 1 , 5 8 8 - 0 ,6 7 3 0,341 0 ,991
Mi s to 6 x 6 - 1 2 , 4 9 5 - 4 3 , 3  33 - 3 3 , 4 0 5 -1 , 8 52 -4 , 7 9 4
S L - 6 4 4X4X3 0 , 0  17 0 , 1 7 9 0,076 0 ,314 0,372
1 0 Mi s t o 6 x 6 - 1 0 , 8 5 5 -  10,  197 -  11,594 4,319 - 8 ,6 7 3
20 Mi s t o 6 x 6 - 5 , 0 4 6 - 2 , 3  94 - 3 , 0 4 3 0 ,3 0 5 - 4 ,4 8 7
50 Mi s t o 6 x 6 - 1 , 6 9 4 0 , 1 8 5 0 ,000 - 0 , 8 9 0 -  1,418
1 ÜU M i s t o 6 x 6 - 1 , 0 9 5 0 , 3 7 1 0,467 - 1 , 1 8 0 - 1 ,4 3 9
Os re su ltad os  para  uma placa laminada 0/90/90/0 mostram  que 
para placas espessas  C L/h = 4 e L/h = 10 ),  o elem ento sólido é 
extrem am ante su p e rio r  ao elem ento misto.
Com o aumento da re lação  L/h o elem ento m isto passa a f o r -  
necer soluções cada vez mais próxim as às da te o r ia  da e la s t ic i ­
dade. N estas ap licações, to rn a -s e  van ta jo so  o em prego da fo rm u­
lação m ista em detrim ento  da sólida se considerarm os a re lação  
e n t re  e s fo rç o  com putacional despendido e p rec isão  obtida.
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7 Co n c l u s õ e s  e S u g e s t õ e s
Os modelos de element-os f in it o s  só lidos pr-opostos fo ram  
aplicados na análise de placas iso tró p lc a s , o r to t ró p ic a s  e lami­
nadas, todas e las espessas  ou sem i-espessas. Os casos analisados  
con sistiram  em problem as com soluções an a lít ic a s  conhecidas, o 
que p oss ib ilitou  a com paração dos re su ltad os  num éricos com os da 
te o r ia  da elastic idade.
Na análise de p lacas iso tró p lc a s  v e r if ic o u -s e  que com o r e ­
fin o  da malha no plano e e sp essu ra  da placa, ta n to  os re su ltad os  
para  ten são  quanto para  o deslocam ento t ra n sv e rsa l convergem  pa­
ra  a solução da elastic idade. Nestas ap licações , os e lem entos  
de ordem su p e r io r  ap resen tam  os m elhores resu ltados.
Na análise  de placas o r to t ró p ic a s  v e r if ic o u -s e  que a con- 
ver-gência dos re su ltados  depende exclusivam ente do re f in o  da 
malha na e sp essu ra , sendo p o rta n to  in d ife re n te  ao r e f in o  no p la­
no x -y  da placa. Os re su ltad os  m ostram  que os e r r o s  variam  com 
as re laçõe s  a/h e E^^/Ey. Foi constatada, ainda, a im portância do 
re fin o  localizado na e sp essu ra  da malha, implicando numa queda 
consideráve l dos e r ro s .
Na análise  de placas laminadas os re su ltados  para  ten sõe s  e 
deslocam entos t ra n sv e rs a is  convergem  para  a solução exata  ao se  
r e f in a r  a malha no plano e na esp essu ra  da placa. No cálculo das 
ten sões  c isa lhan tes os e lem entos cúbicos no plano m ostra ram -se  
em muito su p erio i'e s  aos quadráticos no plano.
As ten sõe s  c isa lhan tes t ra n sv e rsa is  nas p lacas laminadas 
fo ram  calculadas de duas form as: d ire tam en te  da re lação  c o n s t i­
tu tiv a  e a t ra v é s  da in teg ração  das equações d ife re n c ia is  de
equ ilíb rio . Os re su ltados  ob tido s  d ire tam en te  da re lação  c o n st i­
tu t iv a , além de ex ig irem  menor tempo de processam ento , m ostra ­
ram -se  su p e r io re s  aos obtidos p o r in te g ração  das equações d i fe ­
ren c ia is  de equ ilíb rio .
Dos re su ltad os  ap resen tad os  no cap ítu lo  a n te r io r ,  v e r i f ic a -  
se que as soluções de todos os elem entos convergem  para  a 
solução an a lít ic a  desde que se r e f in e  su fic ien tem en te  a malha no 
plano e na esp essu ra  da placa.
A grande lim itação dos modelos só lidos, e n t re ta n to , consis­
te  na necessidade de em prego de elevada quantidade de elem entos  
na análise de laminados esp essos  ou com muitas lâminas. Assim, 
aconselha-:3e o em prego d esta  form ulação apenas em re g iõ e s  
c r it ic a s  do laminado, onde se d e se ja  grande p rec isão  nos re su l­
tados. Form ulações com putacionalm ente mais b a ra ta s  devem s e r  
ut.ilizadas nas demais re g iõ e s  do laminado.
Alguns traba lh o s  podem s e r  desenvolvidos a p a r t i r  d esta  
d isse rtação . Como todos os re su ltados  ap resen tados no cap ítu lo  6 
foram  obtidos  com malhas não d is to rc id as , pode -se , por exemplo, 
ava lia r o e fe i t o  da d is to rç ão  dos elem entos na convergên cia  dos 
re su ltad os , podendo s e r  analisadas placas não re tan gu la res . Uma 
o u tra  su gestão  de traba lh o  s e r ia  a ex ten são  da análise a cascas  
esp essas  e sem i-espessas.
P ode -se , ainda:
a> ava lia r  o e fe i t o  da su b in teg ração  no "lock ing" de 
cisalham ento;
b> fa z e r  um estudo mais detalhado das ten sões  c isa lhan tes  
t ra n sv e rsa is  em laminados;
c )  foi^mular elem entos m istos e h íb rid o s ;
d> reu n ir  elem entos só lidos e degenerados, a t ra v é s  de 




Ap ê n d ic e  A
Re l a ç õ e s  p a r a  T r a n s f o r m a ç ã o  de  T e n s ã o  e De f o r m a ç ã o
Us c.iiiipoa (le l.eiisão e deforniaçao eni um corpo  sao  calculados 
re la tivam en te  a um sistem a de coordenadas que pode s e r  
cu rv ilín eo  ou re t i l ín e o , o rto gon a l ou oblíquo. Neste traba lh o , 
todos os s istem as de coordenadas em pregados são  ca rte s ian o s  
ortogon a is .
Há ocasiões em que, conhecido o campo de ten sões  num dado 
sistem a, deseJa -se  d eterm in ar o seu equ ivalente re la t ivam en te  a 
um o u tro  sistem a de coordenadas. E ste  cálculo to rn a -s e  p oss íve l  
a t ra v é s  do conce ito  de tran sfo rm ação  ten so ria l. Como ten são  e 
deform ação são  te n so re s , seus com ponentes podem s e r  t ra n s fo rm a ­
dos de um sistem a de coordenadas para  o u tro  e mesmo assim  co n ti­
nuam descrevendo o mesmo fenôm eno f ís ic o .
Sejam  CXj,X2,Xg> e CXj,X2,X3> dois s istem as de coo rd e ­
nadas ca rte s ian as  o rtog on a is  com origem  comum, con form e a 
f i g u r a  A.l. Conhecidos os cossenos d ir e to re s  e n t re  seus re sp e c ­
t iv o s  eixos, podemos determ inar as m atrizes  que relacionam  os 
campos de ten são  e deform ação segundo os dois sistem as. Cook 
C1981> e B oresi (1974) trazem  as deduções d estas  exp ressões.
X2 X3
mi r»i
X2 I2 m^ ^2
X3 Í3 mg *•3
F igu ra  A.l S is tem as  de coordenadas e C x j , x 2 , x3>, com
t a b e l a  de co ssen os d ir e t o r e s  e n t re  s e m i-e ix o s  .
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Sejam  <cr> e <.£> os v e to re s  que rep resen tam , r e s p e c t i ­
vam ente, os com ponentes de ten são  e deform ação re la t ivam en te  ao 
sistem a
= <^^ 11 <=^22 *^ 33 "^ 1.2 '*’23^
<£r>^  — <£■41 £^ 22 ^33 3^ 12 3^ 13 3^ 23^
com notação  sem elhante para o sistem a CXj,X2>X3>.
Os com ponentes de ten são  e deform ação segundo os s is ­
tem as Cx^,x2,x3> e CXj,X2,X3> e s tã o  re lac ionados da segu in te  
f  orma;
<(X> = [T ] <CT> 
cr
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P ode -se , ainda, most-r-ar que as segu in tes  r-elações são  
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Ap ê n d ic e  B
Fu n ç õ e s  de  In t e r p o l a ç ã o
H .l)  <las F iinçoes de  I iite i polííção
As íunyões de in te rpo lação  par-a elem entos só lidos  
isopaiam éti-icos podem s e r  fac ilm ente obtidas  a p a r t i r  das 
funções de in te rpo lação  de elem entos de casca equivalentes. 
Assim, as funções para  os elem entos só lidos de 18, 27 e 36 nós 
são obtidas  a p a r t i r  das funções do elem ento de casca  
isoparam étrico  de 9 nós. Analogam ente, as funções dos elem entos  
só lidos de 32, 48 e 64 nós são  obtidas a p a r t i r  das funções de 
in te rp o lação  do elem ento de casca isop aram étrico  de 16 nós.
Apresentam os, na fi^ur-a  B.l, a geom etria  e numeração local 
dos nós para  o elem ento de casca de 9 nós e os só lidos dele  
derivados: SL-18, SL-27 e SL-36.
Na f ig u r a  B.2 são  ap resen tadas a geom etria  e a numeração  
local dos nós para  o elem ento de casca de 16 nós e os só lidos  
dele derivados; SL-32, SL-48 e SL-64.
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F ig u ra  B.l G e o m e t r ia  e enum eração n o d a l lo c a l  p a ra  o e le m e n to  
de c a s c a  de 9 n ó s . A en u m eração  n o d a l dos e le m e n to s  
i s o p a r a m é t r ic o s  S L -1 8 , S L -2 7  e S L -3 6  é o b t i d a  a d i ­
c io n a n d o -s e  o v a l o r  9 p a r a  c a d a  cam ada de nós que é 
i n c lu í d a  na c o n s t ru ç ã o  do e le m e n to . A ss im , o nó 10 
e s t a r á  ac im a  do nó 1  no e le m e n to  de 18 nós e o nó 
19 a c im a  do nó 10 no e le m e n to  de 27 nós.
F i g u r a  B.2 G e o m e t r ia  e enum eração n o d a l l o c a l  p a ra  o e le m e n to  
de c a s c a  de 16 n ó s . A enum eração  n o d a l dos e le m e n to s  
i s o p a r a  m é t r ic o s  S L -3 2 , S L -4 8  e S L -6 4  é o b t i d a  a d i ­
c io n a n d o -s e  o v a l o r  16 p a ra  c a d a  cam ada de nós que é 
i n c lu í d a  na c o n s t ru ç ã o  do e le m e n to . A ssim , o nó 17 
e s t a r á  ac im a  do nó 1 no e le m e n to  de 32 nós e o nó 
33 ac im a  do nó 17 no e lem en to  de 48 nós.
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B.2> Po lin óm ios d e  L a g ra n g e
As funções de in te rpo lação  dos elem entos desenvolvidos são  
con stru ídas  a p a r t ir  da combinação dos polinómios de Lagrange  
ap resen tados na tab&la B.l.
T a b e la  B . 1 Po linóm ios de Lagrange  1 in e a r e s ,q u a d rá t ic o s  e cúb icos
Grau
do
p o I i  nômio
r a íz e s
P o l i n ó m i o s  de L agran ge
D ■ 
1
-a — D— D-




q j  < X > = C1- X  >/2 
q 2 X > = < 1 +x >/2 D-
QUADRÁTICO
P j C x >  = x< :x -l>/2
P2 <x> = C l - x 2 )





h  j  < x > * = - 9 x 3 + 9 x ^ + x - l ) / 1 6 ■ ------------ D ---------------D ------ --------D — ►
h 2  <^ x ) = > 9  <; 3 x 3 - x 2 - 3 x + 1  ) / 1 6 D ------------ O ---------------Q ------ --------□ — ^
h 3 C x > « 9 < - - 3 x 3 - x 2 + 3 x + 1 > / 1 6 D ------------ D ---------------■ ------ --------D — >
h ^ t x ) ®  <. 9 x 3 + 9 x ^ - x - 1 > / 1 6 □  — ------ D ------------□ ---------■ — >
B.3> E lem en to s  SL-18, SL-27 e  SL-36
As funções d «  in te rpo lação  dos elem entos só lidos de 18, 27 
e 36 nós podem s e r  obtidas  a p a r t i r  das funções de in te rp o lação  
do elem ento de casca de 9 nós.
Sendo G^  as funções de in te rpo lação  do elem ento de 9 nós, 
as funções de in te rp o lação  para  os elem entos só lidos SL-18, SL - 
27 e SL-36 sâ'o as ap resen tadas nas tctb^las B.2, B.3 e B.4, r e s ­
pectivam ente.
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T a b e l a  B .2  Funções de I n t e r p o l a ç ã o  p a ra  o E lemento  SL-18
E l e m e n t o  de 9 nós E l e m e n t o de  18 NÓ3
G , = PiCÇ> P l F , - «li < 0  ; F i o - Gi q 2 ^C>
Gz = Pa<-Ç> P l ®2 «li CC> ; F i i as G2 q 2 <:c>
0 3  = PgCÇ) Pa<^> G3 cC > ; F’ 12 ttS 63 q 2 <C>
« 4  = PiCÇ> PgCyj) p^-s CC> ; F i 3 s 64 q z C O
P2 <:ç> Pi<y?> F ^ - • l i <C> ; F i 4 SOI <35 q^CC)
<^ <5 = P3<Ç> p 2<;i9> F-c.= «C •11 ( í  > ; F i r . SS Gc; q ^ íC  :>
c ; = P;,CÇ>. p3 > ^7 = G._, ‘ 11 C (' > ; F’ i c = G^ M2 <C >
P i<Ç > p 2 f’8 = Gfl <C> ; F w = q^<C>
Gp = P 2 <Ç> P 2 F p - Gp «li cc > ; F i b = Gp q 2 ^C>
Tab&la  B . 3 Funções de I n t e r p o l a ç ã o  para  o E le in en to  SL-27
E lem ento  de 27 nós
F i = Gi .p ,<C> F io SS ^1 .P 2 <C> F 1 p 8 Gi.PaCC>
F 2 = 02.p,cc> F i i BS 62 . p ^ c c ) F 20 as G2.P3<:c>
Fa =s Gg.p.CC) F i 2 S <^ 3 .P 2 ÍC> F 2 í s Ga Pa<C>
F 4 = G^.p,CC> F i 3 = G4 . P 2 <C) F 22 13 G^.pgCC)
Fs = G^.p^CC) F i 4 = ^5 ,P 2 CC> F 2 3 3S Gg.PaCO
f’c. =: «tí-Pi<-C> F i 5 SS .P2<:c> F 24 S G<s P3^C>
f'7 = tíy.PiCC) Fic. = 67 P2<C> F 2 S == 67 P a ^ O
Fb = Gfl Pi<^c> F i 7 ts «B ■P2<C> F 2 « = Ga P3<^C>
Fp = GpP iCC> F ia SS Gp p2<C> F 27 SS GpPa<^C>
T a b & l a  B.4 Funções de i n t -e rpo lação  p a ra  o Elemnt-o SL-36
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Elemento de 36 nós
.h , cc> F i o - G , . .h3CC> F'29=’G, .h^cc>
E 2*^2 h,<c> h ^ c c ) F’ 20-^2 .}.3<C> F'2o" ® 2 .h^cc>
. h, cc> ^ 12=^3 hzCC> *^2 l “ ®  3 .hgCC) ^ 30=^3 .h^cc)
.h,<c> F . 3 = G^ . h ^ c c ) ^ 22 -6^ .hgCC) F 31=G^ .h^cc>
h , <r > h2<C> '•'2 3 = «r. »«atr > F 3 2 = 65
l 'o=‘’<3. cr > •■2 > f^’ 24“ ^tí .  I13 CC > f' 3 3*^C5.h^cC>
F^ = G.^ .h,<c> E 1 <5~ ®  7 •h2<C> ^'25 = 67 . h3<C> 3 4“ ®7 .h^cc>
.h,cc> f ' l 7=®8 h2<c> . h 3<C> E 35“ t5a h^cc>
F p=Gs> ,h,cc> F 1 B=Gp•h^cc> F 2 7=Gp . 1.3(C> F 3 ci^ G^p h^CC>
B.4> E lem en tos  SL -32 , SL -48  e  SL-64
Partindo  das funções de in te rp o lação  do elem ento de casca  
de 16 nós, podemos determ inar as funções de in te rpo lação  dos 
elem entos só lidos de 32, 48 e 64 nós.
Sendo as funções de in te rpo lação  do elem ento de casca de 
16 nós, as funções de in te rpo lação  dos elem entos só lidos SL-32, 
SL-48 e SL-64 são  ap resen tadas nas ta b e la s  B.5 a B.7, r e s p e c t i ­
vamente.
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T a b e l a  B.5 Funções de I n t e r p o l a ç ã o  para  o e lem ento  SL-32
E l e m e n t o  d e  16 n ó s E l e m e n t o d e 32  n ó s
G± = h j C Ç )  h^CY) ) = ^ 1 q , C C > F i , - ® 1 q 2 <C>
G 2  = h 2 C:!í > . h^CY?) F 2  = G 2 q i C C > > Í^ IB“ G 2 • q 2 <C>
G 3  = hgCJf > . h j  <>7 > F 3  = Gg q i < C > > F i p = G 3 q 2 <C>
« 4  = h ^ c ç > . l . , c y j > ^4  = « 4 c , j < C > *^ ’ 2 0  = « 4 • q 2 <C>
c; = l . , C Ç . ) . h , C y 7 > »•r. = . q  J c r > > » " 2 1  = qa ^
= l i 2 <Ç > . h ,  Cy?) •"<5 = q i < c > > ^ 2 2  = G<3 ■q 2 <C>
^ 7  = h 3 CÇ>.h^CY?) F'7 = G 7 q i C C > > ^ 2 3  = « 7 - q 2 <C>
= Gg q i < C > > ^2 4  = Ge . q 2 <C>
G p  = h jCÇ > . hjCYj> F p  = Gp q i < C > > Gp q 2 <C>
^ 1  0  = I 1 2 CÇ > . h^Cv?) ^ 1 0  = G i o q i < C > > F’2<5“ G^o • q 2  C O
1  = h 3 CÇ > . h^Cy?) F l l  = G t i q , C C > »^27 = 1 ■q 2 <C>
G j  2  = > h^Cy?) G j 2 . q  , ( C > f ' 2 B = G i 2 q z < C >
3 = l i^tÇ > . h^Cyj ) ^1 3  = G i 3 q i < C > > F 2 P * ®13 - q 2 <:Ç>
4 = h 2 <Ç>.h^<;y?> 1^14 = G , ^ q i < ^ 0 > ^ 3 0 “ <^ 1 4 . q 2 <C>
« 1 5  = h3< :Ç> .hjC:y í ) F , ^  = g , 5 q i C C > > F’31 = <^15 - q 2 <C>
<5 = F i <5= ^ i t í . q , C C > > F32 = Gici q 2 <C>
91
T  a t t e la  B .6  Funções de I n t e r p o l a ç ã o  pa ra  o e lem ento  SL-48
E l e m e n t o  d e  48  n ó s
F' i =  - P i C C > F 1 7 a G i . P 2 <C> Fa  a as G ,  P 3 CC )
F ^  =  G ^ . p . C C ) F i b = G 2 - P 2 <^ C > F 3 4 s G 2 P a C C >
F a  =  G 3 . p , < C > F i P = G 3 P 2 <^C> F 3 5 = G 3 P a C C >
F 4 =  G ^ . p . C C ) F 2 0 = G 4 . P z < C  > Fa<5 B5 G 4 P a C C >
F-,  == Ci,, F 2 1 = G ^ . P 2 < r > Fg 7 S G ^ . P a C r )
F <5 == G ^ . p , < C > F 2 2 = Gci P 2 ce ^ Fa 8 = G ^ . P 3 <r  >
F?  == O 7 . P i  <c> F 2 3 =; G^ P 2 <;c> F 3 P = G 7 . P 3 C C >
F B == « 8  P l < C > F 2 4 Ge P2<-C> F 4 0 = G 8 - P a < C >
F p  == G ^ . P i < C > Fzr i =; G p . p ^ C Ç ) F 4 1 SS G p . P 3 C C >
F , o =  G j o . P i C C > F 2 C as G i o  P 2 ce > F 42 SS G i o  Pa<^C
F i l =  G , , . p , ( Ç ) F 2 7 " G i i . P 2 C C > F4a m « 1 1  P 3 CC
F i 2 =  « 1 2  Pl<^C > F 2 b a 0 , 2  P 2 < C > F 44 m G , 2 - P 3 < C
F i 3 =  G , 3 . p , < : c > F 2 c- s G , 3 . P 2 C C ) F 4 5 = G , 3 . P 3 C C
F x 4 =  G , ^ . p , C C > F 3 0 S8 G i 4 P CC> 2
a G i 4 P a ^ C
F i 5 =  G . ^ . p . C O F 3 1 SS G i 5 P z C C ) F 4 7 s G i 5 Pa<C
Fx<s =  G j ^ . p ^ C C ) F 3 2 =I G i ^ . P a C C ) F 48 SS G i a  P a^Ç
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T a b & l a  B.7 Funções de I n t e r p o l a ç ã o  pa ra  o e lem ento  SL-64
E lem ento de 64 nós
F , = G , . h , C C > F'i7=®i hz < 0 F33=G , .h 3C O F4P=G , .h^<C )
F ^ = G ^ -hi<C> F,3=G2.h2CC> F3 4=G2 h3<:c> Fr50=G2.h^CC>
F 3=Gg h l <C ^ Fip=Gg h 2 <C> ^3 5 = ^ 3 h3<:C> F5i=G3.h^CC>
F^=G^ ^2o“ G4 . h 2 ) ^30=04 hgCr ) F^2=G4 h^CC>
F^,=G^, - h, <C> F^ , =G,j , li 2 Cí' ) F Ç, -, =0..; . 1 Iq < r > F-.3=G.,,h..cC>
= - ' ‘ i < > •'22=^0  h 2 <C > F'3„=Go ' >3^0 F5 4 = «ö »‘4<‘’; >
F .,=67  . hj CÇ> F23=g-, .h 2 <:c> F3p=Ö7.h3<C> F’ri5=Gv h4<C>
F b=Gq Fz4=G8.h2<C> F^q = Gq . hg CC^ > Fsô^Gg.h^CC)
F^=G^.h iCC> F25=Gp.h2CC> F4i=Gp ‘ ‘3 CC) F57=Gp.h^CC>
F i 0= G i 0 h i ^ O ^ 2 0=01 0  ^ 2 <C> F42“ G^Q . hg F5B=G,o h4<C>
F i i = G i i  hi<C> F2 v = G , , . h 2 <C> F^3=G,, .h3<:c> Fr iP -Gi i  »‘4CC>
F 1 2“ ®! 2 • 1 ^ F2 B=G, 2  h 2 CÇ) ^44=0,2 h3CC> F cso“ ^ ! 2 • **4
F 1 3=“G 1 3 • h j CÍ^  > 3 h 2 <C > F45 = «13 »*3<:C> Fô i "G ,3 .h^<C >
^30-014 ‘ *2 CC> F4Ö-Ö 14  hgCC^ F<52“ ®14 • •'u Cí; )
F 1 5 =G 1 5 - h j cT; ) F3 1 =*ôjt 5 . h 2 CÇ > F4v“ Gj 5 . h3 Fô3“ G,5.h^CC>
Fxô=G ,^ .h ,CC> F32=G,^.h2CC> F48=G,ô.h3CÇ> F ö4=Gi ö
93
Bib l io g r a f ia
BARLOW, John
1976 "Opt-imal s t r e s s  location  In f in it e  elem ent models", IJNME, 
vol.10. pp. 243-251.
BARKER, R.M., LIN., F.T. and DANA, J.R.
1972 "Three dimensional f in it e  elem ent analysis o f  lam inated  
com posites". Com puters & S tru c tu re s , vol.2, pp.1013-1029.
BATHE, K.J.
1982 F in i t e  Element Pr 'ocedur -es  in Engineer - ing  Analys^is. 
P ren tice -H a ll Inc., New Jersey.
BORESI, A.P. and LYNN, P.P.
1974 E la s t i c i t y  in E n g in e e r in g  Mechanics .  P ren t lce -H a ll Inc., 
New Jersey.
cook :, R.D.
1981 Concepts and App lications o f  F in ite  Element Analysis. John 
Wiley & Sons, New York.
CHAUDHURI, R.A. and SEIDE, P.
1987 "T riangu lar f in it e  elem ent f o r  analysis o f  th ick  lam inated  
p la te s " , IJNME, vol.24, pp.l203~1224.
CHAUDHURI, R.A.
94
1986 "An equilibrium  method f o r  p red ic t ion  o f  t r a n s v e rs e  sh ear  
s t r e s s e s  in a th ick  lam inated p la te ". Com puters & S tru c ­
tu re s , vol.23, n - 2, pp.139-146.
CHAUDHURI, R.A. and SEIDE, P.
1987 "An approxim ate sem i-an a litica l method fo r  p red ic t io n  o f
in terlam in ar sh ea r s t r e s s e s  in an a r b it r a r i ly  lam inated  
th ick  plat 
pp.627-636.
te ". Com puters & S tru c tu re s , vol.25, n - 4,
DI SCIUVA, M.
1985 "Developm ent o f  an an iso tro p ic  m ultilayered, s h e a r -d e fo r -  
mable re c tan gu la r  p la te  e lem ent". Com puters & S tru c tu re s ,  
vol.21, n - 4, pp.789-796.
1986 "Evaluation o f  some m ultilayered, sh ea r-d e fo rm ab le  p la te  
e lem ents". Com puters & S tru c tu re s , vol.24, n - 6, pp.845-854.
1987 "An im proved sh ea r -d e fo rm a tio n  th eo ry  f o r  m oderately  th ick  
m ultilayered  an iso tro p ic  shells  and p la te s " . Journal o f  
Applied Mechanics, vol.54, pp.589-596.
ENGBLOM, J.J. and OCHOA, 0.0.
1985 "T h rou gh -th e -th ick n ess  s t r e s s  p red ic t ion s  f o r  lam inated  
p la te s  o f  advanced com posite m ate ria ls ", IJNME, vol.21, 
pp.1759-1776.
EPSTEIN, M. and HUTTELMAIER, H.P.
1983 "A f in it e  elem ent fo rm u lation  f o r  m ultilayered th ick  p la­
t e s " ,  Com puters & S tru c tu re s , vol.16, n - 5, pp.645-650.
HINTON, E. and CAMPBELL, J.S.
1974 "Local and g lobal sm oothing o f  discontinuous f in it e  e le ­
ment fu n ction s using a le a s t  squares m ethod", IJNME, 
vol.8, pp.461-480.
95
HINTON, E., SCOTT, F.C. and RICKETTS, R E.
1975 "Local le a s t  squares s t r e s s  sm oothing f o r  parabo lic  isopa­
ra m etr ic  e lem ents”, IJNME, pp.235-256.
IYENGAR, K.T. and PANDYA, S.K.
1983 "Analysis o f  o r th o tro p ic  re c tan gu la r th ick  p la te s " . F ib re  
Science Technology, vol.18, pp.19-36.
JONES, R.M.
1975 M echan ics  o f  C o m p o s ite  M a ter ia ls .  S c r ip ta  Book Company, 
Washington.
KANT, T.
1982 "A re fin e d  h ig h e r -o rd e r  C p la te  bending e lem ent". Compu­
t e r s  & S tru c tu re s , vol.l5, n - 2, pp.177-183.
KANT, T. and PANDYA B.N.
1988 "A simple f in it e  elem ent fo rm u lation  o f  a h ig h e r -o rd e r  
th eo ry  f o r  unsim etrlcally  lam inated com posite p la te s " .  
Com posite S t ru c tu re s , vol.9, pp.215-246.
KWON, Y.W. and AKIN, J.E.
1987 "Analysis o f  layered  com posite p la tes  using a h ig h -o rd e r  
d efo rm ation  th e o ry " . Com puters & S tru c tu re s , vol.27, n - 
5, pp.619-623.
LIOU, W.J. and SUN, C.T.
1987 "A th ree -d im en sion a l hybrid  s t r e s s  isop a ram etric  elem ent
fo r  th e  analysis o f  lam inated com posite p la te s " . Com puters
& S tru c tu re s , vol.25, n - 2, pp.241-249.
LO, K.H.,CHRISTENSEN, R.M. and WU, E.M.
1977a "A h ig h -o rd e r  th eo ry  o f  p la te  deform ation . P a r t  1: hom oge-
96
neous p lates",Jounai o f  Appl. Mechanics, vol.44, n - 4, 
pp.663-668.
1977b "A h ig h -o rd e r  th e o ry  o f  p la te  d e fo rm ation .P art 2:laminated  
p lates",Jou rn a l o f  Appl. Mechanics,vol.44,n - 4, pp.669-676.
1978 "S t re s s  so lu tion  determ ination  f o r  high o rd e r  p la te  th eo ­
ry " , In t. J. o f  Solids and S tru c tu re s , vol.14, pp.635-662.
MALVERN, L.E.
1969 In tro d u c t io n  to  th& m echanics  o f  a con tinuous medium.
P ren tice -H a ll Inc.
MAU, S.T., TONG, P. and PIAN, T.H.H.
1972 "F in ite  elem ent so lu tions f o r  lam inated th ick p la te s ".
Journal o f  Com posite M ateria ls , vol.6 , pp.304-311.
MEDWADOWSKI, S.J.
1958 "A re fin e d  th eo ry  o f  e la s t ic  o rth o tro p ic  p la te s " , ASME 
Journal o f  Appl. Mechanics, vol.25, pp.437-443.
MINDLIN, R.D.
1951 "In fluen ce  o f  r o t a to ry  in e r t ia  and sh ear on flexu ra l  
e la s t ic  p la te s " . Journal o f  Applied Mechanics, vol.18, 
pp.31-38.
NOEL, A.T.
1991 "Desenvolvim ento de um elem ento m isto de casca de dupla 
cu rva tu ra  p ara  a análise  de m ateria is  m ultilam lna- 
dos"; D isse rtação  de M estrado, Curso de Pós-G raduação em 
Engenharia Mecânica -  Universidade Federa l de Santa C a ta r i­
na; F lorianópo lis , Santa Catarina.
NOOR, A.K. and MATHERS, M.D.
1977 "F in ite  elem ent analysis o f  an iso tro p ic  p la te s " , IJNME,
vo l.ll, pp.289-307.
NOOR, A. and BURTON, V S .
1989 "Assessment- o f  sh ear de fo rm ation  th e o r ie s  f o r  m ultilayered  
com posite p la te s " . Applied Mechanics Reviews, vol.42., n -
1, pp.1-13.
OWEN, D R. and L I, Z.H.
1987 "A re fin e d  analysis o f  lam inated p la tes  by f in it e  elem ent 
displacem ent methods I. Fundamentals and s ta t ic  analysis". 
Com puters & S tru c tu re s , vol.26, n - 6 , pp.907-914.
PAGANO, N.J.
1969 "Exact so lu tions f o r  com posite lam inates in cy lindrical
bending". Journal o f  Com posite Materials,voi.3,pp.398-411.
1970 "Exact so lu tions f o r  re c tan gu la r b id irec t io n a l compo­
s it e s  and sandwich p la te s " . Journal o f  Com posite  
Mateï->lals, vol.4, pp.20-34.
PAGANO, N.J. and HATFIELD,S.J.
1972 "E lastic  beh av io r o f  m ultilayered b id irec t io n a l com posi­
te s " ,  AIAA Journal, vol.10, n - 7, pp.931-933.
PANDYA, B.N. and KANT,T.
1988a "A re fin e d  h ig h e r -o rd e r  gen era lly  o r th o tro p ic  C p la te  
bending e lem ent". Com puters & S t ru c tu re s , vol.28, n - 2, 
pp.119-133.
1988b "F lexura l analysis o f  lam inated com posites using h lg h e r -  
orde i' C p la te  bending e lem ents". Com puter Methods in  
Applied Mechanics and Engineering, vol.66, pp.173-198.
PHAN, N.D. and REDDY, J.N.
1985 "Analysis o f  lam inated com posite p la te s  using a h ig h e r -  




PRYOR, C.W. Jr. and BARKER,R.M.
1971 "A f in it e  elem ent analysis including t r a n sv e rse  shear  
e f f e c t s  f o r  app lications to  lam inated p la te s " , AIAA 
Journal, vol.9, pp.912-917.
REDDY, J.N.
1984 "A simple h lgher-o i^der th eo ry  f o r  lam inated com posite  
p la te s " . Journal o f  Applied Mechanics, vol.51,
pp.745-752.
REHFIELD, L.W. and VALISETTY, R.R.
1983 "A com prehensive th eo ry  f o r  p lanar bending o f  com posite  
lam inates", Com puters & S tu rc tu re s , vol.16, pp.441-447.
REISSNER, E.
1945 "The e f f e c t  o f  t ra n sv e r se  sh ear de fo rm ation  on th e  bending  
o f  e la s t ic  p la te s " . Journal o f  Applied Mechanics, vol.12, 
pp.69-77.
1975 "On t ra n s v e rse  bending o f  p la tes , including th e  e f f e c t  o f  
t ra n s v e rs e  sh ear de fo rm ation ". In t. Journal o f  Solids  
S tru c tu re s , v o l.ll, pp.569-573.
1985 "R e fle c t io n s  on th e  th eo ry  o f  e la s t ic  p la te s " , Appl.Mecha- 
nics Reviews, vol.38, pp.1453- 1464.
SPILKER, R.L.
1980 "A h y b r id -s t re s s  f in it e  elem ent fo rm u lation  f o r  th ick  
m ultilayer lam inates". Com puters & S tru c tu re s , vo l.ll , 
pp.507-514.
1984 "An In va rian t e igh t-n o d e  h y b r id -s t re s s  elem ent f o r  th in  
and th ick  m ultilayer lam inated p la te s " , IJNME, VOL.20, 
pp.573-582.
SPILKER, R.L., CHOU, S.C. and ORRINGER, O.
1977 "A lte rn a te  h y b r id -s t re s s  elem ents f o r  analysis o f  m ulti-
layer com posite p la te s " . Journal o f  Com posite M ateria ls , 
vo l.ll, pp.51-70.
SPILKER, R.L. and ENGELMANN, B.E.
1986 "H y b r ld -s t re s s  isop a ram etric  elem ents f o r  m oderately  th ick  
and th in  m ultilayer p la te s " . Com puter Methods in Appl. 
Mechanics and Engng., vol.56, pp.339-361.
SRINIVAS, S. and RAO, A.K.
1973 "F lexure  o f  th ick rec tan gu la r p la te s " . Journal o f  
Applied Mechanics, pp.298-299.
TOLEDANO, A. and MURAKAMI,H.
1987 "A com posite p la te  th eo ry  f o r  a r b it r a r y  lam inate con figu ­
ra t io n s " , Journal o f  Applied Mechanics, vol.54, 
pp.181-189.
VALISETTY, R.R. and REHFIELD, L.V.
1985 "A th eo ry  f o r  s t r e s s  analysis o f  com posite lam inates",
AIAA Journal, vol.23, n -7 , pp.1111-1117.
WHITNEY, J.M. and PAGANO, N.J.
1970 "Shear de fo rm ation  in h eterogen eous an iso tro p ic  p la te s " .  
Journal o f  Appl. Mechanics, pp.1031-1036.
WHITNEY, J.M.
1972 "S t re s s  analysis o f  th ick  lam inated com posite and sandwich
p la te s " . Journal o f  Com posite M ateria ls , vol.6, pp.426-440.
YANG, PC., NORRIS, C.H. and STAVSKY, Y.
1966 "E la st ic  wave p ropagation  in h eterogen eou s  p la te s " . In t.
Journal o f  Solids and S tru c tu re s , vol.2, pp.665-684.
99
